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Apresentacáo 


Neste segundo volume, damos seqüéncia, dentro da mesma ordem de idéias 
ao trabalho iniciado na 18 série. Procuramos respeitar a graduação dos trabalhos 
destinados ao FACA VOCÉ, de forma a possibilitar a maior independéncia 
possível do aluno em relagáo ao trabalho expositivo do professor. 


São 67 sequências de FAÇA VOCÊ e 40 sequências de EXERCÍCIOS 
DE REVISÃO. Pensamos com esse trabalho que representa um montante superior 
a 2.000 exercícios, proporcionar a base indispensável para um curso de 20 grau 
simples, accessível, porém sério. 


Desejamos apresentar uma sugestão aos colegas do magistério e um desafio 
aos alunos: tendo aprendido a manejar o livro nos primeiros capítulos, tente 
aprender sozinho um capítulo intermediário: Probabilidades, por exemplo ou 
então Combinatória e Probabilidades. Avalie que resultados conseguiu obter 
sozinho. 

Será uma forma eficiente para aprender a aprender, isto é, aprender a 


estudar e progredir com recursos próprios. Escreva-nos dizendo os resultados. 
Conte também as dificuldades. Nós responderemos sempre. 


Agradecemos aos colegas as críticas construtivas. 


Os Autores. 


R. Princesa Leopoldina, 431/445 
CEP 05081 — Alto da Lapa 
Tels.: 260-5878 e 261-2902 
São Paulo, S.P. 
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O PRINCIPIO DE 
capitulo INDUÇÃO FINITA 


1. INDUÇÃO VULGAR E INDUÇÃO MATEMÁTICA 


Quando se estudam alguns casos particulares de um evento qualquer e, dos resultados obtidos, deseja-se tirar uma 
regra geral, dizemos que se está fazendo indução. Toda a questão reside no fato de que å indução feita seja verdadeira ou 
falsa. Existem dois tipos de indução: uma é a indução vulgar e outra é a indução matemática. A primeira não tem base 
científica e pode conduzir a regras verdadeiras ou falsas; por exemplo: na sala de aula o aluno número 1 é corintiano; 
o número 2 é corintiano; o número 3 é corintiano e então se conclui: todos os alunos da classe são corintianos. Isto é 
uma indução vulgar e pode ser verdadeira ou falsa; nada nos assegura que seja verdadeira. 


Outro exemplo é devido a Euler: a expressão y = x? + x + 41 para x eN, parece fornecer apenas números primos; o- 
ra: 
рага x=0 => y=41 (V) 
x2] => y=12+1+41=43 (V) 
x=2 => у=22+2+41= 47 (V) 
e continua a ser verdade até x= 39; entretanto, quando x=40 ocorre: 
40? + 40 + 41 = 40(40 + 1) + 41 =40 -41 + 41 = 41 (40 + 1)=41 - 41 
que é múltiplo de 41, e então, a propriedade é falsa. 
Por aí se vê que são necessários critérios mais seguros para se garantir a veracidade de uma indução. Esses critérios 


são fornecidos pela Indução Matemática que também se chama habitualmente Indução Completa ou Indução Finita e 
constitue-se no seguinte. \ 


Dada uma propriedade que representaremos por Р(п), isto é, que depende de um número natural п, afirmaremos 
que P(n) é verdadeira qualquer que seja o natural n se se verificarem as duas seguintes condições: 

1.) Comprova-se que P(n) é verdadeira рага n = 0, 1,2, . . . . , isto é, para os primeiros valores do conjunto N. 

2.0) Admite-se que P(n) seja válida para п= К - 1 e desse fato prova-se que P(n) vale para n = К. 

Observemos que o fato de se admitir P(n) válida para п= К - 1, isto é a hipótese de indução, dá generalidade ao 
problema, pois se se consegue provar que P(k) é verdadeira a partir de admitir-se P(k - 1) como verdadeira, deve-se 
notar que na sucessão dos naturais, 


n 


—— r n ——TW=s 
0 1 2 ха k-1 k 
k-1 pode ocupar qualquer posição, inclusive uma daquelas iniciais (0, 1, 2, . . . ) que a primeira condição comprovou. 


g 


1.0 Exemplo: A soma dos primeiros 10 números fmpares é 10?. 


1 = 1=1? 

lan = 4-22 

1+ : +5 Ж 5 Isto é comprovável por 
1+3+5.+7 K | é ; 42 verificação direta. 

A ac е TEN + 19 = 100= 10? 


Todavia se desejássemos uma generalização, isto é: 


2.0 Exemplo: A soma dos n primeiros números ímpares é n?. 
Ou seja: о atada +(2n- 1)=n?, VneN* teríamos que fazer: 


14 Condição: Comprovar que P(n) é verdadeira para n= 1, 2, ........... 


Para n=1 => 121-21? (V) 
n= 2 = 1+3=4=22 (V) 


22 Condição: Admitir P(n) verdadeira para n=k-1 e provar que P(n) vale рага п = К. 


Se P(n) vale | 


para n=k- 1 LR ss a + [Ik - 1) - 1] =(k - 1? 


adicionando-se o k-ésimo termo a ambos os membros resulta: 
j eU em + 2(k - 1)-1+2k-1=(k-1) *2k- 1 
—— —— 
vem IAS +2k-1=k? -2k+1+2k- 1 


ou DRI sean + 2k - 1 = к 9 que prova a propriedade. 


1.1. FACA VOCÉ — TAREFA 1 


n(n * 1) 


TN E 
2 neN. 


l. Prove que a soma dos n primeiros nümeros naturais é dada рог S,= 


a) Comprove para: 
n=0 => S= %0 +4) 0 pu 


n=1 =>, =1-4+1) EN CV) 
b) Admita que Sy, seja verdadeira e prove que Sk é verdadeira. (Sugestão: adicione membro a membro o k-ésimo termo da soma). 
Se PlK-1) é vendadena => S(k- 1) = MUT E A e adicionando- e 
R 


o K- er termo aos memban y ev : 


2 z & 
Skat Kos Хк к Айу БОЁ sd o a o E s 
S. k=. ‚ ° que prova a bropredade. 


2. Prove que a soma dos n primeiros números pares é dada por 5а = п(п + 1), Vnen. 
a) Comprove para: 
n-0—» 0, (044) « о —9 (U) pos 0.0 
n=1 => i. (1+1): 2 = (v) y pora 0+2=2 
b) Admita que Sy , seja verdadejra e prove que Sk também o é: 
Se Plk- e verdadeira >> Sua CER, k e adc oio «d ЕШ Sh gu AG SUR чы 
ан а а а че IY K ку 


без ARK aiK re UL) П ЕИ я 


a) 


b) 


a) 


b 


— 


N 


a) 


b) 


€) 


d) 


e) 


f) 


h) 


a) 
b) 
c) 


3. Prove que S,=1+ 


Comprove para: 


n= ie» z = Í < (U) 


Admita que Sy, seja verdadeira e prove que Sk também o é: i 

Se P(k - 1) é verdadeira => jet 3 S 2t a dr. 2 K-T GOR é multiplicando-se ambos os membros por 
Ў 1 [ | 

LE A e + À <... . Somando-se 1 a ambos os membros temos que: IX EROR AREE, 

2 2 22 2k £ 


o que prova a propriedade. 


4. Prove que n? +n é divisível por 2. 


Comprove para: 
n=0=> Y. + v". = = RO (v) 


о 
ici PPT A 40) 


Admita que P(k - 1) seja verdadeira e prove que para P(k) também é verdadeira: 


n? + п divisível por 2 <=> n? +n=2:A 


Se P(k - 1) é verdadeira — (К - 1)? + (k - 1)=2-B => К - k=2-B. Somandose 2k a ambos os membros temos: 
k? - k + 2k 2 2B + 2k => K*+ K = 2(64 K) o que prova a propriedade. 


EXERCÍCIOS DE REVISAO 
SEQUÉNCIA 1 


1. Demonstrar, pelo princípio de indução finita, que são verdadeira as seguintes igualdades, para n €N* 


122224324 + g2. 00+ D On + 1) 
NS pcm 
15 + 23 + 33 4 жаз п2( + 1)? 
"9909999099 "95 4 
Id ¿pen ETE 1 cs fH 
TE 3.3 w Sp xr 
sipin + AMO CLT pesa SS He as sos. 
1-3 3-5 5:7 . — ^ pas DEAD MA 
1 " 1 Eu 1 + E 1 ап 
2..5 5.8 SEO CT (3n - 1) (3n + 2) 6n+4 
LATA + n(n + = 2612672 
= Posts ca. ч EM A ИЕР n 
1:5 5-9 Ө (4n - 3) · (4n + 1) 4n+1 
1 1 1 1 1 
1-2) 1- —) (1 — — )............ 1- = 
( py 3) ( 4) ( "ru n+1 
2. Prove pelo P.I.F. que: 
n? + 2n é divisível por 3, VneN. 


n(n + 1) (n + 2) é divisível por 6, VnneN. 
320 _ 1 é divisível por 8, VneN. 


SEQUÉNCIAS 
: AS PROGRESSÓES 
capítulo ARITMÉTICAS E GEOMÉTRICAS 


3. SEQUÉNCIAS REAIS 


3.1. DEFINIÇÃO 


Chama-se sequência real à toda aplicação ou função cujo domínio é N* e cujos valores estão em R. 


Seja o exemplo: 
f: Nº — R 
n ——»5y-2n que fornece o conjunto — ((1, 2), (2, 4), (3, 6, (4, 8), ... ) 


Ora, como os primeiros elementos dos pares ordenados obtidos seráo sempre os naturais 1,2,3,4,.. . poder-se-á 
omití-los; é'o que se faz habitualmente e o conjunto 


1(1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 8),... } 
passa a ser representado apenas pelos segundos elementos: 
(54,6,8,....2m 0) 


isto é, pelos elementos que sáo imagens da aplicacáo f, entre dois parénteses, o que indica que o conjunto é ordenado. 


Outro exemplo: 
КОМ —.R 
n — у= 2n + 3, resulta o conjunto £0.50. 7) E so. 1 


que se representa simplesmente por Reo eme Mec mme. 


3.2. FACA VOCÉ — TAREFA 2 


1, Determine as sequências definidas pelas sentencas que estáo simbolizadas a seguir: 


a) f: № —R b) f: № —R 


ntsy=2n-1 пу 1 
СТ ор. TG. o), (2,9), (3, 8),... } 
СОЕ 0) | Gu COLS ist) 


10 


c) f: Nt — R d) f: № — R 


Royal qe LE 

2 n 
MAA S Que СС STE Aca 14] 
OU (С 4. 3 ess) бй „(1 о, 4%...) 


2. Represente apenas pelo conjunto imagem ordenado, as sequéncias: 


a) f: № — R c) f: Nº — В 
п ——3n-1 n —Ё 
n + | 
(O S Ene) CARAS ) 
2 $ 
b) f: N* — R d) f: Nt — R 
n y= L n —1-n 
(45 Jd O, MOS ee +...) 
е 3 


3.3. NOTACÓES 


Costuma-se indicar as sequências de modo abreviado que explicita apenas a lei de formação de seus termos, já que 
se sabe que se trata sempre de uma aplicação de № ет R. Assim: 


a) f: Nº — R 


2n 


ce $ ж indica-se: (an)jgN* е аһ = —n_ 


nti 


b) Е № — R 
п у= (-1)" + п indicase: (an)eọ* € аа = (-1) +n. 
Também, por questão de simplicidade indica-se apenas a lei de formação, ou seja: 


2) an = + e b) аһ = (-1)^ +n 


3.4. REPRESENTAÇÃO DE UMA SEQUÊNCIA EM RxR 


Os elementos de uma sequência podem ser levados 
ao RxR e fornecer um conjunto isolado de pontos. 
Assim, o exemplo de f definido por 


2n 


dn = 
ГРУ] 


ou 


г={(@, 1), 0, 2), 6,3), 45), 2...) 


3.5. FACA МОСЁ — TAREFA 3 


Represente em RXR 


E SEA апы = ân + (C1) n 


11 


с) an 2 2 + (п - 1)? 


4. SEQUÉNCIAS OU PROGRESSÓES ARITMÉTICAS 


As progressóes aritméticas ou P.A. sáo sequéncias especiais, também definidas como aplicações de N* em R 
como segue: 


s 


| а; =а é chamado 19 termo da P.A. 
r é chamado razáo da P.A. 


| "Exemplo: Vamos escrever а Р.А. onde a4 = 12 e r=5 
k É claro que sendo: 
s 910785 "Hs caa AR v vs 


12 


> а w — YY PTI" Ps o CEU 


a forma usual de representar-se uma P.A. teremos: 
: (az - 21)- (аз - 1)- s · (аз + r) 


ou r Db T EB e И ES sns 


Esta notação é tradicional. Usa-se esta, ou então, a que apresentamos antes : 


PASO E ao rue ) 


4.1. FAÇA VOCÊ — TAREFA 4 


Escreva os termos das P.A. dadas pela sua lei de recorrência ou de formação: 


Jas=19 " H 
в, — ES TS. US E... : 


„дї 

b) Tu 1 

lan=am + + PAST A 2, Р 9 ) 
4 > 8 сМ 
ај = 0 

c) | PASS шы сз Е ЕЧ x) 
lan = am - > ! J y A ) &, 2% 

ЧЕ y BS Р.А. =( ) 
Lazana - 5 Ба 15.10, $5, 0, -9, - 10, - I5; - £0, . 
аз = -1 

e) 1 О Ww. d$ og x, М: 
an = ап f 5 & 2, 


5. GRÁFICO DE ОМА Р.А. 


| . 
Como numa P.A. sempre ocorre que a lei de recorrência é linear, isto é, é do tipo an = an-ı +r que se identifica co- 
mo y = x t r, os seus pontos estaráo sempre alinhados, embora isolados. 


5.1. FACA VOCÉ — TAREFA 5 


Represente nos gráficos indicados as P.A. definidas pela sua lei de recorréncia: 


E Ја xl 


loni = ap +2 


13 


b) Ju=s 


ам = an - 2 


о Ја =3 а ап 
[=a =an + 0 


3 F---r--2-----4 
I ! ! 


П 1 
I I 
| I 
' I 

I 
! ' 
I ' 


> 
[апы 222 +1 
an 


E” = an - 2 


нана" 


5.2. CLASSIFICAÇÃO DAS Р.А. 


Pelos gráficos anteriores vocé pode concluir que о E моеот da razão r identifica o crescimento 
da P.A.; assim: 


Se г> 0 => a PA. é GAEE nee 


14 


Se т< 0 —2»aP.A. é... A AE nene... s. 


Se r=0 = а P.A. é eno nalombe A РИДА 


6. TERMO GERAL DE UMA P.A. 


— DA O ori 
1 [ ' 


' 
' ' 
I 
' 1 ' 
' ' ' 
' ' ' 
' ' ' 
' ' I 
' 
i ! 1 
П ч 1 
i i I 


Vamos obter a fórmula do termo geral an, de uma P.A., em função do primeiro termo a, e da razão r. 


POR INDUÇÃO SIMPLES 


а = а; 
а = а tr 

РЕ Adicionando-se membro а membro 
аз =a, tT 


as n parcelas, obteremos: 


ар taz t... tag, tan= 
23,3, Ға Ж... Фар: t (n- Der 
cancelando-se os termos iguais, vem: 


an = а; + (n- 1): r 


POR INDUÇÃO MATEMÁTICA 


Teorema: 


Prova: 


14 Condição: Comprova-se para n- 1 


а; =а + (1 = 1)т ou 
a=a tO-r ou 
а; =a, (verdadeiro) 


24 Condição: Admite-se, por hipótese que o teorema 
seja verdadeiro para n-k - 1 e prova-se рага п = К. 
n=k- 1 => ак =а + (k - 2): T 
сото ak=ak-, + r, basta adicionar ‚т aos membros: 
aca freapt(k-2) rtr 

— — 
ak =a, t(k-2*1).r ou 


ак= а + (k- 1): r 


Observação: A indução matemática confere validade à fórmula obtida pela indução vulgar. 


6.1. APLICAÇÕES 


a) Na Р.А. = (3, 9, 15, ...), calcular o 159 termo. b) Determinar quantos mültiplos de 7 existem entre 100 
^ e 1000. 
1 ER 
PA T (0522 vere Ot , 994) 
т 
e. 105 é o 19 máltiplo de 7 maior que 100 e 994 é o 
п= I5. último múltiplo de 7 menor que 1000. 
аі = 105 Сото аһ = ау + (n- 1). r 
ER с.о. Mr 
an= dqu an - a, -(n- 1). r 
an - a 
Сото an=a+t(n-1)r рые: иа pue 
315 23 + 14.6 ned ou duc s ua 
r 


ou ais =3 + 84 


ogo 


6.2. FAÇA VOCÊ — TAREFA 6 


l. Determine o termo indicado em cada uma das P.A. seguintes: 


AS и ИРНК еа ); aio у ÇÕES Lc ым» ); аз1 
i Qasa: ae P a SPINE 6 Ca cA NA 
r= s ONSE MN 
A "28 Oye cid + Co dE ANN la. $ed 
n= lO... VOR Roe di 9.8 n=. 
Aet Sumo c3 X S азу =? apia 8- 99 
logo Qio = 15 logo as, Er 92 
o) d, i AM ) a12 O Л Кс J: a300 
as ИД. Scd + wd). „ш An: Qa + (mein 
NEC YA = 4 8 
Д 8. MEE „ый. кем. raso Š * 199.4 
n= $ nz 200 
ES a e |o 0 cn QS y 3 + I3 E 
812-2? a E + x 22 азоо =? 


logo : Q, = = {одо a | Q200 - 199 


2. Calcule n nos seguintes casos: 


а) (2,4,6,...,23p, ....) sendo an = 46. b) (50, 47, 44, ..., an...) sendo an=14. 
ICT ` CUM cn ^ 4-.$9. nin +1 
ZA 9 x te od ге id. mi da BE ll 
an=.. 96. M s de A id ap =... IH. E TW 1 


с) (5 325...:8g ...) € m=17,7 d) 6 +, THaGpgig MIRO.) e an=31 + 
a= es A = A X asg’, уу. Ar absit LN 
r= ds AS AE M. i "oue 145 _ 25 

^ о 5 E 4 A У. = IS ETRE ү i 
an = ll / int ho. 5 F 
Е 4 EU 
n=? 225 N n=? : 


7. PROPRIEDADES DAS PROGRESSOES ARITMÉTICAS 


As seguintes propriedades são características das Р.А. e de demonstração simples, como se verá. 


7.1. PRIMEIRA PROPRIEDADE: 


. De fato; na P.A. = (a, , a5, - 


A ps арно crie) 
POTE 


pela definição =ap-; fr 
T adicionando-se membro a membro vem: 
e ap = ap +” £ 


2 ap = Ap-1 tapa ou 


7.2. SEGUNDA PROPRIEDADE: 


De fato; na P.A. = (a1, a2, < >. , ans» -= s an+ko - -« s âm-ks- +e s am... +) anek € Am-k São respectivamen- 
te equidistantes a ay e am (existem k-1 termos entre eles). 


Сото: аң =a, + (п - 1): r L 


adicionando membro a membro, vem: 
dm=41 + (m - D):r J 


an t am =a, +(n-1)-r+a, + (m- 1): r 


se somarmos e subtrairmos kr, temos: 
an tam =a, + (п - 1):r*t a, +(m-1)-1 + kr- kr 


an t am 7a, + [(п + k) - 1]: r* a, + [(m- к) - 1]: r 
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8. SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE UMA P.A. 


Deseja-se a soma dos n primeiros termos da 


РА. (а; OA rice Mg es) 


ou Sar ar tay r AP +. rag t.e Fan 


ou 


Sa =2p+ аһ; +... «Fan.p t... +арь +... tas, pois a adição é comutativa. 
Adicionando-se membro a membro, vem: 


28, = (а, + an) + (а tapa) +... t (ара + p.p) t... t (ap * a1) 


onde temos a soma de n parénteses todos iguais a (a, + an) pela propriedade 7.2 ; entáo: 


253 = (а tanen ou 


8.1 FÓRMULA DERIVADA DA SOMA 


Da fórmula  S,- мтап en edofatoque an=a, +(п- 1)-r, tiramos que: 


Sp = Ata +) dE = -1 


ou 


que é uma fórmula conveniente para muitos 
problemas. 


8.2. FAÇA VOCÊ — TAREFA 7 


l. Determine a soma Sp dos termos das seguintes P.A.: 


A P É an= 101 


An = dirias). л 


воа. 1r(m.n. em nioi- dre 
Logo: yis Mf 

i Gn. 
pce Rr ean. ça 51 = Om: 2601 

DIEGO, ns...) E, 1805077 
An: а + CA - 4): A 
tł =- 2+ Сега), 5 умы те И = 11-2445 
9 

logo: N- іс j 
cl" за н ssil Die UBA DL - ú + ады Phe: CIR 
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©) 106 3x, 5X, ¿s 


айе v e) e an = 21x 


Aro Өү СЕ 


RA x 


logo: 


E 


d (x x F 1, . 


е q 


S. 


uad 


e» (15-1325 


Sn 


Sm 


H (20, 13:755 


Sm. 


ау = os. 
ав= ЗО, 
n-6 
т=? 


u 


2. Inserir 4 meiosaritméticos entre 15 e 30; ou seja, completar a P.A. = (15, 


S DA CAR ©, «єр Vp S сол Дд ж 


2 
Же IL x 
art xs pas Su. x EAE LU x qua р 89, Pp 
& & 
cem) e ap=x Q = 1 


A + Ae e E) A C formula Чг бо фа da soro) 
e 

zo. ys , 20.18.08) |] [9n.- go 
2, minn npn ы 


16. RO + A = ді 169 


А E A 808225) 
O problema reduz-se ao cálculo da razão г. 
Como: ар=а + (п - 1) <=>ар - ау = (n 1) -r <=>r= == 
logo pa OR 


| o E tede 
ea P.A. = (15, 19, 21, 24, 23, 30,...) 


3. Inserir tantos meios aritméticos quantos se pedem em cada caso, entre ay € an que são dados: 


a) 104 meios aritméticos entre 1 e 14. 
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b) 4 meios aritméticos entre 1,2 e 11,2. 


An = ¿Q + (м = ¡A СЕЕ 
Y. = 
Jogo : - + P 
ge à apa mE Y => n P 


ОЖ ЖЕ de о 
| с) 5 meios aritméticos entre 30х e 54x. 
| Ur: аца Cy 41) Ж e 1: а-о 
жү — { 

bee x. 9400. ¿< = Ч 
| D X TES | 

PA: (Зв TUN, 3T Ao, gx, 46*,50*X ANA, жы) 
| { d) p meios aritméticos entre 2р+3 e 6р+ T 
1 Qu. Gi+(n-1).n ¿y ids e 
j = 
| logo: A « sprte- = Jd Bai. aeg Л = y 
| pra- pot 
| ЕА Gp NET IO. О! 
| 


е) n meios aritméticos entre 1 e n?. (Faça uma aplicação do resultado obtido para n- 4). 


| 

| 

i ^A. An- бі 
E E 


WA 
| Додо. Az mctu d - mar АЭ. == A Cv 4) 
3 AE? Cru 4) 
; 
| pem Y= Ч -— л. 3, então: 
| ER.. CE T PE OS 


9. SEQUÉNCIAS OU PROGRESSÕES GEOMÉTRICAS 


9.1. DEFINIÇÃO 


Esta mesma definição pode ser dada por uma lei de recorrência e nesse caso diremos que: 


A AT ETSI 
N 
o 


A e - 
—— - РЕТ 7 E На „э Pom P С ЕЗ NE су] 


Ж 
| 


Exemplo: 


21 =3 
onde  q-2 
an = n.i ` 2 


do que se conclui que a sequência pode ser representada por (3, 6, 12, 24, 48, . . . ). 


As definições acima permitem obter: 


9.2. TERMO GERAL DE UMA PROGRESSÃO GEOMÉTRICA 


a =a 
Como: | e teremos as deduções: 
lt = dn-1 ` q 
POR INDUÇAO SIMPLES POR INDUÇÃO MATEMÁTICA 
Teorema: 
а; =a 
ic RE. Multiplicando-se membro a membro, 1) Comprovase рага п = 1. 
аз = аз ·9 vem: aj-22a,-q^-a, (verdade) 
M 2) Admite-se para п= k- 1 e prova-se рага n = К. 
an = an-1 ` q б Então ü ак-1 = a` а? 
multiplicando-se ambos os membros por q: 
а а; A E: des 
акы AE 2997 q 
ou cancelando-se os termos iguais, resulta: Y ie 
ap = а; "9 


aa” 
: 1 o que prova a fórmula. 


9.4. CLASSIFICAÇÃO DAS PROGRESSÓES GEOMÉTRICAS 


Quanto ao crescimento. 
Consideraremos 4 casos: 
19 Caso: q > 1 


de > an-ı se а, > 0 => Р.С. estritamente crescente. 


q > 1 => 4529" = Je 


Lan < an, se a, < 0 => PG. estritamente decrescente. 


y Junz 20 | y Jus 6 <o 
a 
[nna -2 (q > 1) An =an-i +2 (q>1) 
ап А 
81------------------ * 
[| 


- 


e, 


о-----------—------------ 


p A 


А Р.С. é estritamente e é 


29 Caso: 0 <q <1 


f an < An-1 se a; > 0 = Р.С. estritamente decrescente. 
0<a<1— 4 <q => Je 


an < à. Se a, < 0 = Р.С. estritamente crescente. 


Exemplos: 


Iu =8 (а > 0) 


1=-4 1 0 
а) E e 


[in=an 3 0<9<1) LL (0<9<1) 
ап 
81-3 
n NE 
E - ---- 4-1 
! ` i ка 
! ` -1{------т------4------- d 
«713 ` 
ix 
2 xe 
es А 
Y TS I `s 


A P.G. é estritamente — d ecrescente A P.G. é estritamente crencente 


39 Caso: q=1 
q=1 — an = an: 
Neste caso a sequéncia é constante. 
49 Caso: q < 0 


q < 0 =—> an e ag, tem sinais contrários e portanto a sequéncia é oscilante. 
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Exemplos: 


8,71 
b) 


E = аһ (2), (q«0) 


АРС. 6 олса. 


9.3. FACA VOCÉ — TAREFA 8 


1. Determine os termos indicados em cada uma das sequéncias ou progressóes geométricas. 


а) (5, 10,...); а; e 820. 
- 
An = Gt. Ф. ) parta sto 
Qu = 9 


11-1 
2, < абс = 5. Шо А.Ч += OL = 5120 


Ro - 1 
9c. ); a6 
n-1 
An - Qa % portanto : 
6-1 
Q. z R = (2) = Ac = 
3 g 
c) с, - +, ); ao 
An: As б ; portanto 
qe 
а з "NE ON [- r2 Ag 
5 3 = 
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2. Calcular o valor de n nas seguintes progressóes geométricas (Veja o 19 exemplo). 


2 (2; 4,8,..., ац...) sendo ар= 510, 
Como ap-2,-q'!, vem 512= 2. 211 <> 512 - 2n 
fatorando-se: RET 
29=2" => 


B 27; 9... COE an=- 
N-i VA = 

Como a = 01. A M. = 9 1. 1) 43, s xc iind 

n 4 3 E ( 5 < 37 лат = 
(4 = (H — notados sa Y 
3 3 

с) (0,03; 0,06; 0,12; ..., ani...) sendo an=1,92 
=1 - 

Como A ata A SIS SS 


= 32 (A A a a = У: 5 


d) (6, 18, 54, ...,an, ...) sendo аһ = 1458 


Gomo cus aq”, am AROS э.б" ua. 


- 1 x 
E? RUS DS Wc aa РАДЕ" 


3. Determine o valor de a; nas P.G.; onde: 
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b а3=12 e a$,-192 


n- 6 
Como : An z ач E Š j vem l 1972 z As 5 4 
LA т аа 
dividindo -mx membro a membno | temos : 
wx. q ddr 
Y : ТЕ = 4:16 es + E Logo : 


— au: LL з As 3 


с) aa=-2 e ај +аз +аз = 3 


Como : An = Soto $ 


==, 
а 2 
t + G q Qi. g z 
2 
< R q 4 9 a + È 
G:-R — as (-2) 
g -4 = аз. (AS 
10. PROPRIEDADES DAS PROGRESSÕES GEOMÉTRICAS 
As progressões geométricas tem as seguintes propriedades características: 
10.1. PRIMEIRA PROPRIEDADE: 
Dados três termos consecutivos de uma P.G. de termos positivos, o 
termo médio é a média geométrica dos outros dois termos. 
Dada a P.G.: (а, a2, ... apr, ар, Ap+1> + + >> 805 ++ > ) tomando-se os consecutivos ap-ı, ар, âp +1 sabemos 
que: 
ар 3 арт _ 
арр ap 29 
Logo: 


2 . 
ар = Ap-1 * doe ou ар= у (ар-1 t Ap +1) 


Observação: No caso da P.G. não ser de termos positivos, devemos obter lap |= V (ара "ар +I) 


10.2. SEGUNDA PROPRIEDADE: 


Em toda P.G. o produto de dois termos quaisquer, ap € an, é igual ao 
produto de dois outros termos quaisquer, equidistantes deles. 


Dada a P.G.: (34,25, ..., ap» -+ -> Ipes ++ +> Ando on ` ) onde ap+k € аһ-к são respectivamente 
equidistantes a ap e an. (Existem k-1 termos entre eles). 
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apak = a) ` qE: 


Como: e multiplicando-se membro a membro, resulta: 
an-k = a ` 9-6-1 
арак ` àn-k = 41 · Р =“; а · qu 
multiplicando-se e dividindo-se por q*, vem: 
ap+k гарк = à) ` qp *k-1 «di s Qm ke M ак š q, ou 
ap+k ° an-k = a ` qp *k-1-k TT qr! +k ou 


Ap+k 'an-k =a. qP'l.a, · 9! 
—— n 


Esta propriedade permite obter a fórmula que dá o: 


11. PRODUTO DOS n PRIMEIROS TERMOS DE UMA P.G. 


Dada a P.G.: (ач, а2,..., ары». ру. an. > 2п-1› ân» - - - ) deseja-se o produto dos n primeiros termos, 
ou A 8papt eo. “авран 
ou O A t see 85-8; 


e multiplicando-se membro a membro, vem: 


På = (а, * an): (аз ana)... (ара can p): ... (an - 1) 


Ora, são n parênteses todos iguais а (a; - an) pela propriedade 10.2. Logo: 


Р? = (а < an)” ou Pa = y (а, can) 


No caso da P.G. náo ser de termos positivos, deveremos obter o módulo do produto, ou seja: 


[Pils la, -an 


12. SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE UMA P.G. 


Dada a P.G. = (a, - a2, . . . , an-1, An, - - - ) indicaremos a soma dos n primeiros termos por: 
Sn=ai ta, t... tàg., tan (1) 
e multiplicando-se os membros por q, vem: 
9:50 =а19 + 239+... +аһ., '9+аһ ·9 (2) 
Fazendo-se (2) - (1) membro a membro, resulta: 
q: Sn - Sn=an:q-à 
os outros termos se cancelam, pois: 8p-7383p.i:q 
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an-q-a 
Logo: Sa(q- 1)=ап-@- а, ou 5.2 


Esta fórmula tem uma substitutiva lembrando-se que an =a; -q”*; 


ou 


12.1. FACA VOCÉ — TAREFA 9 


1. Calcule a soma Sy dos п termos indicados das seguintes sequências geométricas: 


a) (4,12,36,:... 4...) € Sms a 


Cosmos c C d dud I! vem: 
q-- 1 
po» l ко — A {sdai ax 
аі 


Ы 15,51 2-,..., ao, P e n=10 


== 


L { 10 
о. „ал. To MA 
$-1 


4 
Ln 
3 


©) (1; 1215 DiS. an e a 
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12.2. LIMITE DA SOMA DOS INFINITOS TERMOS DE UMA P.G. DECRESCENTE 


d ub d. 
HEEL IE. TEN T ead 


Vamos representar esses termos graficamente e adicioná-los. 


Examinemos a sequéncia geométrica P.G. - (1 ..) com infinitos termos. 


—' 
É 1418 


1⁄2 1⁄4 Ye 


Ye eA 1 Vot V tls + Lo MU 


Parece claro que a “soma” dos infinitos termos da Р.С. aproximar-se-á de 2. Como a adição é uma operação que 
somente se define para um número finito de parcelas, diremos que estamos calculando o limite da soma e indicaremos por: 


lim S,  aoinvésde S, 


n—> co 


e queremos dizer que estamos calculando o limite da soma dos infinitos termos da P.G. decrescente. Dizemos nesse caso 
que a sucessão é convergente. 


No caso contrário, isto é, nas sucessóes do tipo: 
Р.С. = (1, 2, 4, 8, 16,...) 


com infinitos termos ocorrerá que o limite da soma será infinito e diremos que a sucessáo é divergente. 


Vamos estudar as progressóes geométricas infinitas cuja razáo q obedece à relação 0 < q «1 e portanto são de- 
crescentes e convergentes. 


Nesses casos, sendo 0 < 4 < 1 ocorrerá que q" tenderá a zero quando n cresce indefinidamente; indica-se: 


q” — 0 quando n —5 oo 


C S 64. 1-9 lta: 
omo n =a, · 2-1 =a m se n —— оо resulta: 
А m i Ti = а 
I NEN етра a ou 
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12.3. FACA VOCÉ — TAREFA 10 


1. Calcule o limite da soma de cada uma das P.G. infinitas e decrescentes. (Basta conhecer o termo ај e a razão q). 


1 1 
SO $7 3...) 
Cojo E enc ООУ, = а; ) vem 
LET 
bore hu 
Y — po 
2 T 1 1 
у) G , 3 , 6 "c? 
tomo Are CO o. O , vem 


Como 


2. Observe que uma dízima periódica simples, ou mesmo composta, pode-se decompor na “soma” de infinitos termos que estão em 
em P.G. decrescente. 
0332... = 0,3009 0:003 +. .... 


Escreva em forma de “adição” as seguintes dízimas: 


a) 0,363636.......... = 0,36 

0,363636 .... = 0,36 + 0,00 36 + 0,0000 56 + 

b) 0,010101 .......... = 0,01 

0,010101 .... = 0,01 + 0,0001 + 0,000001 + 

c) 0,4121212 ........ = 0,412 

O,HIXIA1A.... s 0,H +0,012 + 0,0001& + 0 0000014 t... 


3. Determine a fração equivalente (geratriz) de cada uma das seguintes dízimas realizando o limite da soma dos infinitos termos 
de cada uma. 


а) 0,121212... 
fw Ба. 94 әй * dave. Sn UE sm 
ерк ES fein 1 + qui 


«=» 2 бе. -s AR que e a geratua da dizima . 


n ao 99 
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———9 ^. с 

ет = N co jí ` 0.001 
< о. Эз = ABR. Que e а qer alua da digima . 

Y. — po 49 9 

c)904558 u... (Sugestão: calcule a geratriz de 4,555 .......... € divida o resultado por 10). 

GE Queda de 0,w558- Li "Saad 

ES N iila $ y Y 

10 10 * 30 

d) 0,12444 .......... (Sugestáo: calcule a geratriz de 12,444 


MEDIIS e divida por 100). 


a geratua de 0,1zuqu 


nera 
42, + Lom Sn y 
^" -» oe єй 12 + EN 142% 
doo 100 “oo 
e) 2,9606060 .......... 
a феал y de 2, 9606060... nerd 
i Sn | 
94 Ain 60 
& N > o G #9 + KEE 2 Ё, 9 31 
10 10 930 
4. Determine o conjunto verdade das seguintes sentenças: Ç 
a) x+ — + T * + Же = 60 (О 19 membro tem infinitas parcelas) 
YV > се quo nie R 
3 
Ээ x Go = WU ` š 
z — % <= H г. ГЪ не} 
х x = 
Етте" бет kw = 20 
Y. — po 1 < ia 3 
4 
El S RO a ° 
3 = = E = 19 “os Ш us) 
c) xe Gbx-*001x«*0001x*..... =40 
AUN CSS lo X lu 
n — = 1-04 0,3 
no S uo = DA E 36 o. U. 136) 
I 
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13. EXERCÍCIOS DE REVISAO 


Sequéncia 1 


1. Escreva o conjunto imagem ordenado das seguintes sequéncias: 


a) (ap)neN* onde an=2n+5 


c) (an)nen* onde an=n+ En” 
d) (amnen» onde an=2" 


e) (apgeN* onde 25-3" 


2. Determine o termo a4 das seguintes sequéncias: 


3n- 1 
2 


a) (an)nen* sendo an= 
| а = 1 
b) 
l апы = ап’ 2 
1 .n 
с) (ап)пем* sendo an=2n+(-—) 


d) (an)nen* sendo an= ы 
jn 


| 
l 
fosa 
é | алы =a 
= 
me 


fasa 

e) 

| аам +apn=0 
fa =6 

f) 
| гая = ап +2 
queri 

d n 
ESS ad ` an 


3. Escreva o conjunto imagem ordenado e represente em RXR as sequéncias: 


a) (appeN* sendo an=4n 


n 


b) (an)nen* sendo an= E ES 
n-2 
c) (ap)neN* sendo an= z 
3n 1 
d) (an)neN* sendo an= = + sa 


Sequência 2 


e) (ап)һєм* sendo an= 3n 


За 1 
> 


f) (annen* sendo an=4n+(-1)".2 


2n* 1 


g) (apgeN* sendo ар = D 


1. Determine o termo indicado em cada uma das sequéncias aritméticas: 


a) (2, 9; 16,...); азо 
b) (50, 48, 46,...); алоо 


9 062...) эма 


2. Determine 7 nos seguintes casos: 
a) (6, 11, 16,..., ap ...) sendo an=81 
b) (62, 59, 56,..., ay ...) sendo an=-1 


c) 0239; 4525273 A O 


) sendo an=63,5 


d) (98, 90,,82..... ... p az 


e) El, 4, 9, ... Y азо 


d) (26; 297 42, ...,35p ...) sende 


e) ob T... am...) sendo 


an = -51 


ап = 35 
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3. Determine a razáo, dados: 4. Determine a; dados: 


а) ау = 15- e аџ = 60 a) т=3 e 245-550 
b) ар=-3 e ау: = 74 b) r=0,3 e azı = E 
с) ај = L8 e a55-27 c) r--2 e a445-224 
d) a= + e azı = JL d) r=8 e a,9-70 


5. Determine a soma Sy dos termos das seguintes progressões aritméticas, até os termos indicados: 
a) C10, -7,-4,..., аһ...) sendo an=50 c) (2,01; 2,02; 2,03; ...; аһ; ...) sendo ag = 3,00 


b) (71, 67, 63,..., am...) sendo an =-53 d @ a+1l,..., an...) sendo ags(a* n= 1) 


6. Inserir tantos meios aritméticos quantos se pedem em cada caso, entre ау e an que são dados: 


a) 48 meios aritméticos entre 2 e 472 


5 5 


b) 10 meios aritméticos entre 0,3 e 4,8. 


c) 16 meios aritméticos entre 7 e 8,6. 


Sequência 3 
1. O quinto termo de uma sequência aritmética é 17 e o terceiro é 11. Determine o primeiro e o sétimo termos. 


2. O segundo termo de uma sequência aritmética é três vezes o sétimo e o nono termo é 1. Determine o primeiro termo, a razão e o 
primeiro termo negativo. 


3. A razão de uma sequência aritmética é 12. Calcule a diferença entre o décimo segundo e o sétimo termos. 
4. Determine quantos múltiplos de 7 existem entre 100 e 1000. 


5. O quarto termo de uma sequência aritmética é 15, e a soma dos primeiros 5 termos é 55. Ache o primeiro termo, a razão e 
escreva os 5 primeiros termos. 


6. A soma dos primeiros 3 termos de uma sequência aritmética é 3, e a soma dos primeiros 5 termos é 20. Determine os primeiros 
5 termos da sequência. 


7. O segundo termo de uma sequência aritmética é 15 e o quinto é 21. Ache a razão, o primeiro termo e a soma dos primeiros 
10 termos. 


8. Ache a soma dos números ímpares compreendidos entre 100 e 200. 


9. Numa sequência aritmética, a diferença entre o quinto e o segundo termos é 15 e a soma do quarto com o sétimo é 59. 
Determine a sequência. 


10. O quarto termo de uma sequência aritmética é 18, e a razão é -5. Ache o primeiro termo e a soma dos primeiros 16 termos. 
Sequência 4 
1. Determine os termos indicados em cada uma das sequências geométricas: 


йй (3.2, . e»); аз 


b) (10, 25:2. «0.3 a5 d) Gr. Herna) ais 
9G, É...) am € (2,6...) aio 
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2. Determine 7, nos seguintes casos: 


а): (64,32, 16; 7... Une...) Sendo as = i 
b) (0,2; 0,02; 0,002; ..., an...) sendo ап = 0,000002 


©) (3; 6, 12; ..... 8...) sendo а= 1536 


3. Determine a; nos seguintes casos: 


= s pa Es za a 
a)as-9 e = b) аа=-6 e a7=48 c) q 3 e ag 27 
4. Calcule a soma Sn dos n termos indicados das seguintes sequências geométricas: 
а) (1, -2,4,...) e-n=17 b) (24, -12,6,...) e n=50 O (8,6123...) @ meds 
5. Calcule o limite da soma dos termos, quando п — œ, das seguintes progressões geométricas: 
a) (0,54; 0,0054; 0,000054; ...) Ы (h- l, +, 5 + S QU, 3876, ERA. 20 


6. Expresse as seguintes dízimas como frações, realizando o limite da soma dos infinitos termos de cada ита: 


a) 1,00444 .......... b) 0,010101 .......... с) 3,222 Л. 


Sequência 5 

1. O terceiro termo de uma sequência geométrica é 2 e o quinto é 18. Determine os possíveis valores da razão e os respectivos 
segundos termos. 

2. O primeiro termo de uma sequência geométrica é 16 e o quinto é 9. Calcule o sétimo termo. 


3. Determine 4 números, tais que eles sejam consecutivos de uma sequência geométrica e a soma dos 2 primeiros seja 28 e a soma 
dos 2 últimos seja 175. 


4. A soma dos primeiros 2 termos de uma sequência geométrica é 3 e a soma do segundo e do terceiro é -6. Determine o primeiro 
termo e a razão da sequência. 


5. O terceiro termo de uma sequência geométrica é 10 e o sexto é 80. Determine a razão, o primeiro termo e a soma dos 
6 primeiros. 


6. Quantos termos da sequência geométrica (-2, -6, -18, -S4,...),a partir do primeiro, são necessários para se obter a 
soma (1 - 38? 


7. Numa sequência geométrica, o primeiro termo é 5, a soma dos n primeiros é 26 e o produto dos n primeiros é 1. Determine a 
sequência. 


8. Se o limite da soma de uma sequência geométrica é três vezes o primeiro termo, quanto vale a razão? 
9. O limite da soma de uma sequência geométrica é 4 e o segundo termo é 1. Ache o primeiro, o terceiro e o quarto termos. 


10. O segundo termo de uma sequência geométrica é 24 e o limite da soma é 100. Ache os dois possíveis valores da razão e dos 
correspondentes termos. 
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O BINÓMIO DE 
capítulo NEWTON 


14. FATORIAL DE UM NÚMERO NATURAL 


Veja; o produto: 4-3-2-1 indica-se 4! eselé: fatorial do número 4. 
Então: 51=5-4:3.2.1=120 e 2122-122. 


É claro que ocorrerá uma dificuldade para se definir 1! e 0! pois, tratando-se de um conceito que envolve 
multiplicação, deveriam existir pelo menos dois fatores. 


Todavia convenciona-se que: 0! = 1. 


Desse modo poderemos dar uma definigáo por recorréncia, como segue: 


bri =0 
n!z $ аг 
| nta - D! se n>0 


Da convenção 0! = 1 e desta definição decorrerá que 1! = 1, como segue: 


Como n!=n(n- 1)! então 1!=1-(1-1)! ou 1!=1-0! «donde 1!=1-1=1. 


Exemplos: 
2!=2.1!=2.1=2 41=4.31=4.6=24 6!26.5!-6-120- 720 
3!=3-2!=3.2=6 51=5:4! = 5. 24 = 120 71=7.6!= 7. 720 = 5040 


15. COEFICIENTES BINOMIAIS 


15.1. DEFINIÇÃO 


Dados пер naturais, sendo n 2 p chama-se coeficiente binomial n sobre p 


e se indica = àquele definido por: 


T se p=0 
(9 =) n(n-1)...(n-p+1) 


| Р! 
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Por analogia com as fragóes, n é chamado numerador e p denominador do coeficiente binomial 


p p=2 


I 5 
Tuer em (5) bí | n-p+1=5-2+1=4 


15.2. FACA VOCÉ — TAREFA 11 


1. Calcule os seguintes coeficientes binomiais: 


s El n=..1.0. po... 
n-p+1=. LO S. 1. A... S 


id (Фу. i3. Es EA xr 2 252 
5. 120 


ТЕТО 


UU i i, 


EO CET 


( 


P 


) 
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2. Calcule as expressóes: 
Q*O-Q-3. 34. . xii. 


oS G e n í 
= = э. р — <: 
1 М 6 


i-o nu. вас 
= LM S 1 


o ()* (5/* () -> + == y + 6 БКИ 


275 DS dedo sb 


16. PROPRIEDADES DOS COEFICIENTES BINOMIAIS 


16.1. PRIMEIRA PROPRIEDADE 


А à SX. od 
Vocé sabe que: (2) «9 
Veja, se multiplicarmos numerador e denominador da fração por (5 - 2)!, isto é, рог 3!, vem: 


(5)- 5-4-31 - 5-4-3-2:1 


51 
2 E ыу 21 3! - 213! 


e o coeficiente binomial ( 5) fica dado em função apenas de fatoriais. 


16.2. FACA VOCÉ — TAREFA 12 


1. Calcule os seguintes coeficientes binomiais em funcáo de fatoriais: 


| 
JA 7156$ _ ES Ч! = 1: 
a) (3) = < 31 ul 3! y! 
4 4.3 С x! Ea u! 
A 21 al a 
| 
BV 8-7-6 A 246 5 E $. 
ә (= E 3! 51 3! 61 
& | 
EU «n2 SM SAN ..9 
a) (4) = 4! a ul 41 ul 41 
j 6X - 6 б. 5! s с! 
т TT 115] 
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É claro que, se tivermos um coeficiente binomial do tipo (5) ocorrerá: 


P . nn-1)...(n-p* 1) _ n-(n=1)...(n-p+1)-(n- p! 
(5) = p! N p! (n - p)! 


pois ao produto n(n- 1)... (n— p + 1) falta o fator (n — p)! para se transformar em п! Daí: 


пу nn-1)...(n-p*1)(n-p)...3-2-:1 _ n! 
(5) p! (n - p)! 3 p! (n-p)! 


Donde: 


G ET x p! 


2. Calcule entáo, utilizando apenas os símbolos de fatorial: 


о (D)e — 2: 9 
ы (3)- ni 2—9 
a (нта iud 
sce ss 


16.3. COEFICIENTES BINOMIAIS COMPLEMENTARES 
5 
(2) es se dizem complementares, veja 2 + 3 = 5. 
u (o também são complementares, veja 1 + 6 = 7. 


Define-se pois: 


Coeficientes binomiais complementares são aqueles que tem o mesmo numerador 


e cuja soma dos denominadores é igual ao numerador. 


Demonstraremos que: 


Como: 


m p! DIT p)! 


e Conclui-se: (5) = ( Ы, 2р) 


п! 


diit PAE ST B! 
E [n-(n-p)! ^ (n-p) p! 


16.4. UMA APLICACAO 
А ' 7 2 4 
Determinemos x em: ~ $ 2) XT 2 ; 


ora, se os dois coeficientes binomiais são iguais, ocorrerá que: ou os denominadores são > iguais ou então a soma dos de- 
nominadores será 7 (que é o numerador comum). 


37 


Na 14 hipótese: 2x+2=4-x <> 3x=2<=>x=2 


о que é impossível pois os termos dos coeficientes binomiais são números naturais. 


Na 22 hipótese: 2x+2+4-x=7<>x+6=7<>>x=1. 
que se comprova por substituigáo, pois: 
7 7 7 " 
TRR С прое ou GJ 8051 que sáo complementares. 


Logo x-1 éa única solução. 


16.5. FACA VOCÉ — TAREFA 13 


1, Determine o valor de x em cada uma das sentencas. (Observe que na igualdade de coeficientes binomiais vocé deverá examinar 
as duas hipóteses). 


9$ (e) = iy) 


Na 12 hipótese: x+1=3x-1<=> -2 x. =-2<=>x=.1.. О quese comprova pois: (1) = ( +J í 


Na 22 hipótese: x + 1 + 3x - 1=16 <=>4x=16 <=>x= 4... O que se comprova pois C d 2) = ux. e LAA is 
são complementares, 


Logo: xs os оп х=, 
14 14 
b) i T би 
AA AA 


С ROME : ( © É de 


A) ds LA 4x: ЇЧ oe DEN A 


ғ Y 
Es q Web Р 
ДЕ С ае ТТР 
Portanto: x= É. ou x= 1. 
A Lata 
We «^. б = COMM O UMEN a c жш» "uro Er 
Ed PO n 
Absurdo pois tenta mos (з 0987 € Ema (+) y A № P 
Od x: 4 


DN gue Lado x “a poet vel pois tm 
Eie. 


Re) е lo e 2-5 х - iy 2:0 => x =* , donde 


y 9^ Iran nao лсо ratos : 


I 
hos] -3 ) Ghrurdo ou % з =# donde 
( 73 lo 
dh. T ( 44 ) | Abnurdo 
Portanto: Ax (a 10 Р E 


е (a: » E S > 1 


V) x'- = doge ЭМ, 501 prd E Eo) sie сив 
donde MF nd) ou apibsinz di 
dond e la) x (à ; Qo ^u^ do | 


xe5 . dues (de) = ( №) ou 


) abia do 
16.6. RELACÁO DE STIFFEL 
opidi: Es D+ = h = E 


Para mostrarmos esta igualdade basta fazer a adição do 19 membro e chegar ao 20 membro 


-1 -1 zx py = 1)! 
Gore urbem 


Observe que: (n - p)! - (n - p) (n - p - 1)! e p!-p-(p - 1)! 
Portanto: 
CN «(0 _ pn-1!*(n-p(n-2)! _ (р+п-р) (п- 1)! nn-1!. п! 
huj p je p! (n - p)! | p!(n- p)! р! (0-р)! p! @ - p)! 
А п- 1 п-1у  /nw 
Donde: O1 *t р )= (y) 


17. O BINOMIO DE NEWTON 


Provaremos que: 


Dados a e beR e neN, vale a relaçao: 


(о) E e E c (Ja? bP +...+ ( Jt" 


(a +0) = 


Faremos a prova por indução finita sobre n. 


14 Parte: Verifica-se para п = 1. 


. 1 = 
19 membro: Т b) E b Logo: (а + Б)! = "n * (De 
29 membro: (¿Ja * (e vi uia 
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20 Parte: Admite-se para n- К e prova-se para n=k+ 1. 


n=k => (a + b)“ = de ats (9) акі +... + б abk-1 + K bk 


Basta multiplicar membro a membro a igualdade anterior por a * b e utilizar a relacáo de Stiffel: 


@+ы*= (Dus (Dues (QE) ae (E) w 


atb = atb 


(6) aK + (5 A 629) а2ЪК-і + (©) abk 


+ (Dus... „ы + (х 1) ab + (E) bet 
Como ` (o) (o ° (Оя! 
vem: (a + b)**! = qs ak + wx аКы+...+ ES) abk + 6:9 pk 


о que prova que a fórmula vale para n- К + 1 e, portanto, para qualquer neN. 
Ou seja: 


(a + b)! = (0) ай + E) abe. (5) an-PbP +... + 


(D 


que pode ser indicado por: (а + Б)? = re 5 апр pP 
p=0. 


Quando se tratar de (a - b)" os sinais ficarão alternados, pois: 


@-b)'= [a+ = V (D) s? co» °, 
p=0 


como (-b)P = (-1} . (by? vem: 


-b)"= b: c» ( р) 9*9 


17.1. TERMO GERAL DO BINÓMIO 


Como: (а + Б)" = (6) а + v апі Бф. + (5) p +...+ (5) pa 
Moe — nM 
Tı T2 Tp+1 Tn+1 
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vê-se que o desenvolvimento do binômio tem п + 1 termos; o termo geral será então designado por: 


desse modo: em (а + b)!'? o coeficiente do 89 termo é b" ) . 


15) 


em (а + b)!? o coeficiente do 39 termo é ( 2 


No caso de se tratar de (a - b)" o termo geral ficará: 


Toe ti (0) атъ? 


17.2. FAÇA VOCÊ — TAREFA 14 
1. Calcule os termos indicados em cada um dos desenvolvimentos seguintes: 


а) (a*2); Ts е Tg 


| E 
tom (5) не EL 0.16 toa 


š ! ° ES 
Ts - (2) a55 25 = S Sm R f E 


9 6-0). Тт ет; 


10 10 - 4 
n-( 1) a DONE 78 o. + ARTS E 


с) (а+ 3)19; Тае Т; 


E 3 1 
T, = (3) sU ay scan ou qr spe 


TU 3! 
lo- 5 Z 
s e a... AE IIA 
5! 61 
d) (x+ 231%; Tos 
А, 38 94 z 
төра (00 „100-98 „98 _ 100! | x^ $ 1.4459 ca - x 
i as 341 2! = 


2. Desenvolva os binómios seguintes, utilizando a fórmula do ftem anterior. 


a) а + 095 = (5) + (5) E x a (5) dw + (3) ax + (2) p = 


D 


5 q 3 2 
= © £ 9 Q tdo & % + "iu. Sax + x 


ARE ME E UE caa uiri 
MEUS MA La aa 1. 
sese Qai (nét ete (gs 


D eua БСУ cae +1 
Dos ta ED E Сеа ч. (Ја 


А 5 * al 39 з 
: O Бах az O ae = PPY S E e a 


3. Verificar se existe termo independente de x no desenvolvimento dos binómios seguintes: (Sugestão: deve-se verificar qual o va- 
lor de p no termo geral, tal que (n - p) - p = 0). 


a) (x + +y 
te (D P ts emer (m 


Para que Tp,, independa de x ——»5-2p-0 mas ÁpeN|5-2p=0. 


Logo náo existe termo independente de x. 
b) «- 2 
пасы» (3) ө (2)*- Co^ (p) «Ft od 
Ter = Co" (8) NT К; 
DE y ёр о 


— р: 4 — T; Cw d. epe v d.e de x. 
c) (эх - lj | 


Tome (OF (5) G3) O (1) 


= Cu (AD "ds à u-p-p CE (3 “a M eu 
r 


x z 


cu m | u T^ 


Vado existe tarado independente de x 


18. PROPRIEDADES DOS COEFICIENTES DE (a + b)" 


Existem algumas propriedades entre os coeficientes do desenvolvimento de (a + b)". 


Você vai verificá-las a partir das sugestões que apresentamos. São fáceis, veja: 
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18.1. PRIMEIRA PROPRIEDADE: 


No desenvolvimento de (a + b)" a soma dos coeficientes de ordem 


par é igual à soma dos coeficientes de ordem ímpar. 


Basta tomar (а + b)", desenvolver e fazer a=1 e b=-1. 


n 


Como (а + Б)? = ў (0) an P pP, se а=1 е b=-1 
vm: 0. 2, ier 


Wc xg (9- (1) le La pH ES 
ou i m meer o 


18.2. SEGUNDA PROPRIEDADE: 


No desenvolvimento de (a + b)' a soma dos coeficientes é igual a 2". 


Faça a=b=1 em (а + b)" e prove: 


n 
Em РД go айр pP; se a=b=1 


“YN 


vem: а. £ жЕ (oye e e ES 
= бол EEG 


19. EXERCÍCIOS ОЕ REVISAO 
Sequéncia 1 
1. Calcular o desenvolvimento de: 


а) Qx + а)5 с) 0-2 e) (a +b)’ 


i y 2 2.3 3$ y" 
b) Qx 2) o G z 9 f) (a-b) 
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2. Calcular o 89 termo do desenvolvimento de: 


a) (x - D!? b) Qx? - x)? 


3. Calcular o termo independente de x no desenvolvimento de: 


2 _ 1,4 34 4,6 
a) (x x) с) (xe + 52) 
b) Gx - 2, à (E + 33)? 
x 
Sequëncia 2 


1. Determinar qual o termo de maior coeficiente no desenvolvimento de (a b)", quando: n é par e quando n é ímpar. 


2. Utilizando a fórmula do binómio, determinar a soma dos quadrados dos n primeiros números naturais. 
Sugestão: Em (1+k)3, fazer k= 1,2,...,n. 
3. Determinar a soma dos coeficientes de: 


a) (x+ b) b) (x - b) 


4. Determinar o(s) termo(s) médio(s) do desenvolvimento de (a b)", quando: 
a) n é fmpar b) n é par. 
5. Determinar o termo médio do desenvolvimento de: 
a) (х2 - 3x)? b) (a - 20)" | 
- 6. Desenvolva os produtos, escrevendo em forma de polinómios ет х. 
a) (x 2) (x + 3) (x + 4) c) (x + a) (x + b) (x + c) 
b) (x - 2) (x - 3) (x - 4) d) (x + a) (x + b) (x + c) (x + d). 
7. Determinar uma lei de formacáo para os coeficientes do desenvolvimento do produto: 
P= (x + a) (x + b) (x + с)... (x + n), 
isto é, se P=Ax + Вх! +... + Mx + N, 


determinar uma lei de formação para A, B, ..., M, N, em função de a,b,...,n. 


ANÁLISE 
capítulo COMBINATÓRIA 


20. INTRODUCAO 


A análise combinatória estuda as possibilidades de ocorrer um determinado acontecimento ou evento. Calcula o 
número dessas possibilidades e fornece os elementos essenciais para diferenciar as categorias possíveis desses eventos. 


Assim, por exemplo: 

12 Questáo 

Com 3 alunos posso formar apenas 3 comissóes onde em cada uma figurem sempre 2 alunos (Verifique). 
Mas: 

22 Questáo 


Com 3 alunos posso formar 6 comissões de dois alunos cada uma, onde sempre figurem um presidente e um se- 
cretário. (Verifique). 


Mas: 
За Questão 
Se chamo ao quadro três alunos, um de cada vez, posso fazê-lo de seis modos diferentes. (Verifique). 


Veja como representamos a solução das questões propostas acima. Digamos que os alunos sejam o Antonio, 
Benê e o Carlos. 


12 Questão: ТА Bh: [A Cl LIAR CL. 
28 Questão: (А, B) (A, C) (B, A) (B, С) (C, A) (C, B). 
За Questáo: (A, B, C) (A, C, B) (B, A, C) (B, C, A) (C, A, B) (C, B, A) 


Mas, usamos chaves í ) na primeira questão e parênteses ( ) nas 22 e 3? questões: 
— Por qué? ? ? 
— É fácil. Porque vale em Matemática o princípio: 


Nomes iguais e símbolos iguais para coisas e fatos iguais, nomes diferentes e 
símbolos diferentes para coisas e eventos diferentes. 
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Na 12 questão os agrupamentos de dois elementos não dependem da ordem. São subconjuntos do conjunto 
А, B, C. Como Antonio e Benê representam a mesma comissão que Benê e Antônio, ou seja (A B) = { В, А}, 
basta usar chaves que é a representação para subconjuntos. 


Na 22 questão os subconjuntos são ordenados, isto é, são pares ordenados tirados de A, B, C. Vimos que os 
parênteses ( ) servem para indicar sequências que são subconjuntos ordenados. Essa é a razão dos parênteses, pois: 


(A, B) = (B, A). 


Na 38 questáo Ocorre o mesmo, pois o problema exige que se identique os modos de chamar trés alunos ao 
quadro, um a um. Deve-se respeitar a ordem e portanto o uso dos parênteses identifica as respostas. 


(A, B, C) + (А, С, В) + (B, A, C) .. . etc. 


20.1. FACA VOCÉ — TAREFA 15 


Represente os agrupamentos possíveis, usando chaves í } ou parénteses ( ) .quando for о caso. 
a) Com quatro alunos quero formar comissóes de dois elementos em cada uma. (Chame os alunos de A, B, C, D). 


14,8); 14.c),1a,D), {ес} AE 035 . 


b) Com quatro alunos quero formar comissóes com trés elementos em cada uma. 


{ а,6,с} {4,9,2} do Сань 


c) Com os algarismos 1, 2, 3 quero formar todos os nümeros possíveis de 3 algarismos, sem repetir, no mesmo nümero, um mesmo 
algarismo. 


(4 AS 2). (4 u sp fei cu. Ыш Giu. dide 


d) Com os algarismos 1, 2, 3 quero formar todos os números de 2 algarismos, sem repetição do mesmo algarismo no mesmo número. 


СТИ (лз {айбы (ш 


€) Com 5 objetos (lápis, borracha, caderno, moeda e dado) quero formar todos os agrupamentos de dois objetos em cada agrupamento. 


Bow fal (sue fei Ding. 


f) Com as letras A, M, O quero formar todos os anagramas possíveis, sem repetição de letras,que tenham sempre: 


19) Duas letras em cada anagrama. 


(Ам), (MA); (Ао), (ол) ; (мо), (om). 


29) Trés letras em cada anagrama. 


(AMO); (мао), Chon). (оам) , (мол), (ома), 
Para contar о nümero de possibilidades de cada um dos problemas seguintes será necessário conhecer o Princípio Fundamental 
da Contagem. 


21. PRINCÍPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM 


21.1. 19 Exemplo: 


Suponhamos o problema da 32 questáo, ou seja, chamar ao quadro trés alunos, sendo um de cada vez. 
Os alunos formam o conjunto: 


(Antonio, Bené, Carlos]. 
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e as possibilidades formam o que se chama: árvore de possibilidades. 


19 aluno chamado 29 aluno chamado 39 aluno chamado 
B C 
A B 1С 
===> 
A — C 
B RO 
С —— A 
A B 
C moo монос ОЙИ 
В А 
— — r q T m 
3 possibilidades 3x2 possibilidades 3 x2x 1 possibilidades 


21.2. 29 Exemplo: 


Suponhamos que, para chegar a sua sala de aula existam dois portões, depois três escadas para ir ao 19 andar 
e lá mais duas portas para entrar na sala. Quantos são os caminhos possíveis para chegar até sua sala? 


2 possibilidades 2x3 possibilidades 2x3 x2 possibilidades 


Destes exemplos e de outros semelhantes conclui-se o Princípio Fundamental da Contagem. 


Se um evento é composto por duas (ou mais) etapas sucessivas e independentes 
de tal modo que: 


а é o número de possibilidades da 12 etapa. 
b é o número de possibilidades da 29 etapa. 


Então, a-b: é o número total de possibilidades do evento ocorrer. 


21.3. FACA VOCÉ — TAREFA 16 


1. Determine o número de possibilidades em cada um dos casos propostos: 


a) Vou de Sáo Paulo a Salvador de Ónibus e desejo parar um dia no Rio de Janeiro. Existem 3 linhas de ônibus de São Paulo ао 
Rio e 2 linhas de Ónibus do Rio a Salvador. Quantas sáo as possibilidades de fazer esta viagem? 


$, P. R.3- S 


3 LN 
possibilidades  pomibhtiidades 


R. Jenko © ponmbilidade 5 diferentes de «a de São Paulo a Salvador , 
param do us ÚLO. vos PS; 
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b) Num supermercado encontro 4 marcas de café e cada uma delas tem pacotes de i quilo, 1 quilo e dois quilos. Quantas sáo as pos- 
sibilidades que tenho para comprar café? 


A 
Y, 
8 
1 
C 
- 2 
pe- -5 
y  K[lrc—___ y -c-< 
y 4.3 


possibilidades pomililidader 


R- Jenko А 2-pomititidades dit dc comprar café. 
' €) No bar encontro 4 tipos de refrigerantes, em garrafas grandes ou pequenas, gelado ou sem gélo. Quantas são as possibilidades de 
tomar um refrigerante. 


A 
Жы omni 
¡AN 
D 
NI pi ай 


4 4.2 “A 
pomni bili dod es ponni daden posni w 6d o. oes. 


Rr Jenka 16 opcoes para tomar Um „ех де cepta. 
d) Flamengo, Atlético, Corintians, Bahia e Internacional são finalistas de um torneio. Quantas sáo as possibilidades para os trés primei- 
ros lugares? 


HO C FP b Qo D 
> 
т 
^ 
n 


© oO p pi OD Р м @ >» Тт 
x 
> 
Ll 


5.4 5.4.3 
pomubilidaden pomibilidader pomibilidades. 


R. Sao бо Ponxbilvidaden 
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22. PERMUTACOES SIMPLES 


Com os algarismos 1, 2 e 5 formaremos todos os números possíveis de três algarismos sem repetição; a árvore de 
possibilidades dará: 


lu cse NEG 
==: 
DE oo Leme 


2 —  —Ñ—— 1 
3 3.2 3-2-10u3! 
possibilidades possibilidades possibilidades 


Q N 
N л 


Esses números 125, 152, 215, 251, 512, 521 correspondem a ternos ordenados que se representam por: 
4,234,538 15, 05, 5, DEDO 
e chamam-se permutações simples dos trés algarismos 1, 2 e 5. 
Indica-se: P:23:2-I ou P3.=3! 


Vocé pode observar que no caso de n elementos distintos a árvore de possibilidades dará: 


P,-2n(n-1)(n-2)...3-2-1 


P, =n! 


e definiremos 


Chamam-se permutacóes simples de n elementos distintos aos agrupamentos sem 


repetição que se podem formar com esses п elementos de modo que um 
agrupamento difira do outro pela ordem dos elementos. 


Permutar significa então mudar a posição, isto é, significa mudar a ordem. 


Observa-se ainda, que nas permutacóes de n elementos figuram sempre todos os n elementos. 


23. COMBINAR OU ARRANJAR 


Em Matemática combinar é diferente de arranjar; suponhamos 4 livros de Matemática distintos: Volume A, 
Volume B, Volume C e Volume D. 


Combinar os quatro livros 2 a 2 é essencialmente diferente que arranjar os 


quatro elementos 2 a 2. 


Combinar 4 livros 2 a 2 significa agrupá-los de qualquer modo tendo 2 em cada grupo. 
Combinar 4 livros 2 a 2 significa amontoá-los, tendo 2 livros em cada monte. 


Combinar 4 livros 2 a 2 significa empacotá-los, tendo 2 livros em cada pacote. 
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Entáo: 
AB é a mesma combinação que BA e se representa (A, B). 
AC é a mesma combinação que CA e se representa (А, С}. 


DB é a mesma combinação que BD e se representa (B, D). 
e assim por diante: 


Por outro lado: 

Arranjar 4 livros 2 a 2 significa agrupá-los segundo uma ordem pré-estabelecida, tendo 2 em cada grupo. 
Arranjar 4 livros 2 a 2 significa colocá-los em sequéncias tendo 2 em cada sequéncia. 

Então: 

AB e BA são arranjos distintos e se representam (A, B) e (B, A). 


AC e CA são arranjos distintos e se representam (A, C) e (C, A). 
e assim por diante. 


Resumindo: 


Combinações não exigem critérios de ordem; são agrupamentos do tipo, 
amontoamento, grupo, .. 


Arranjos exigem uma ordem; definem uma sequência; são agrupamentos 
ordenados. 


Por isto você vai trabalhar um pouco com estes conceitos. 


23.1. FAÇA VOCÊ — TAREFA 17 


1. Sejam elementos A, B, C e D. Forme com esses 4 elementos o que se pede em cada caso e represente os agrupamentos pedidos, 
usando as chaves 1 ] ou os parênteses ( ) conforme você achar conveniente. 


a) Combinação 2 а*2 de í A, B, C, D) 
LA,8) A unes maa py Us E m TUN, 


Re p ig (cA). Са DL 


68 €) Ce ny a ph. (DO): (6,3) U COS e) 


c) Combinações 2a 2 de (A, B, C) 


{aB}. LA, cy 00 с} 


d) Arranjos 2а 2 de (A, B, C) 
É AGO, ORAA. 4:64, 6) чы. (хон ДЕ] ж SO nete y 


poe т B, reb. UE. Wn 


(6,4,0) ; (C,8,8) ; (C, в,а) 


J 


f) Combinações 1 a 1 de (A, B, C, D} 


{А} LB) tc) C0) 
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g) Arranjos 1 a 1 de (A, B,C, D) 


UN) Weg EN 4 P 


I 


h) Combinações 4a4 de (A, B, C, D)!! (Este não dá trabalho) 


IEEE 


i) Arranjos 4 a 4 de ÍA, B, C, D ] !! (Este dá trabalho) (Sugestão: forme uma árvore de possibilidades). 


Hee = у D 

Aris D C 

m B D 
DE рна a s à 

/ Em Un n s E 
A Dessa —— B 
74 pa E D 
D 5 E 

A D 

p um Жесирди! — A 
ma — ___ А — — С 
net Cem p = s - © А 
A — AE : 

pe AAA D — B 

E E RIP : 

A Š 

D SEI Samaq à A 

Bg De s bul 2 

m d ad B 

A - G 

D É E pn A 

A Жс > B 

T хасе O" А 


(W Sah Са,в,2,); (а б,в э e m 6) (n,9,5,c), (n,D,c,8% 

LENE (B, 5,2, C) , (8,6, 4,22, (8,€,2, 5); (B,P,A,C) ; (B,3,C, 9) 

(C,5,8,);(6,4,2,8) , (C, B,5,D) ; (c, S p.s). Ce, рта 18) (C,D,B,M) 

(D,8,8,c); (5, ,c,8) | (P ,B,A,c) ; QN d. UN IA SD Са ҮК (DC, S n. 
24. ARRANJOS SIMPLES DE n ELEMENTOS TOMADOS pap 


Vocë já conceituou o que sao arranjos simples. 

Não viu ainda uma definição formal que passaremos a examinar. 

Vamos inicialmente formar todos os arranjos sem repetição dos elementos A, B, C, D tomados 2 a 2; vejam: 
(A, B) (A, C) (A, D) (B, C) (B, D) (C, D) 
(B, A) (C, A) (D, A) (C, B) (D, B) (D, C). 
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Vé-se que: 
e Na mesma linha, dois agrupamentos diferem entre si pela qualidade, isto é, pela natureza de seus elementos. Dizemos 
que diferem entre si, pelo menos por um dos elementos. 


e Na mesma coluna dois agrupamentos diferem entre si pela ordem de seus elementos. 


O exemplo mostra arranjos de classe 2 ou taxa 2, ou de módulo 2 ou ainda agrupados. 2 a 2. 


Definimos então: 


Chamam-se arranjos simples de n elementos distintos tomados pa p,aos 
agrupamentos sem repetição, formados com p dos n elementos, de modo 
que um agrupamento difira do outro, ou pela ordem dos elementos, ou pelo 
menos por um dos elementos. 


Também se pode dizer que: 


Chamam-se arranjos simples de n elementos distintos tomados p a p a todos 


os subconjuntos ordenados de classe p que se podem formar com os n 
elementos dados. 


Indica-se: Anp Ou AP. 


24.1. CÁLCULO DO NÚMERO Ap y 


Suponhamos inicialmente 6 elementos A, B, C, D, Ee F que desejamos arranjar 3 a 3 ou seja Asa . 


Os elementos devem estar ordenados e desse modo vamos tomar 3 celas sucessivas onde em cada uma iremos 
colocando os elementos dados А, B, C, D, E e F. 


— un 


12 cela 22 cela 32 cela 


e A primeira cela pode ser preenchida de 6 modos diferentes. 


e A segunda cela poderá ser preenchida de 5 modos diferentes, pois um elemento já foi consumido 
na 14 cela. 


e A terceira cela poderá ser preenchida de 4 modos diferentes, pois dois elementos terão sido 
consumidos nas celas anteriores. 


Logo, pelo princípio multiplicativo teremos: As,3=6:5-4=120. 


No caso geral, supondo-se n elementos arranjados p a p, necessitaremos p celas. 


12 cela 22 cela 32 cela 42 cela p-ésima cela 


52 


“Suponhamos que cada cela será preenchida por um elemento representado por uma bolinha. Comecamos com 
n bolinhas. 


| O | n possibilidades para preencher a 18 cela. 


12 cela 


| 2) | (n - 1) possibilidades para preencher а 22 cela. 


12 cela 22 cela 
| 2) | (n - 2) possibilidades para preencher а 32 cela. 


12 cela 3а cela 
E | € | (n - p + 1) possibilidades para preencher a p-ésima 
<< 
ТТГ cela. 
12 cela 22 cela pésima cela 


E, pelo princípio multiplicativo: 


n(n- 1)(n-2)...(n-p* 1) 
e Q © 2, são as possibilidades para preencher as р celas. 


12 cela 28 cela :34 cela pésima cela 


Logo: 


An, p 7n(n- 1) (n-2)...(n-p* 1) 


Veja: para calcular. 


J n=6, п-р+1=6-3+1= 4 
а) А; з teremos 
| р=3 Ass 76: 5-4 - 120 
> 
3 fatores 
n=9 п-р+1=9-4+1=6 
b) Ag а teremos ] E 
; | p=4 As,4=9:8-7-6=3024 
4 fatores 


Também se observa que: 


e observando a fórmula geral (à semelhança do que fizemos em coeficientes binomiais). 
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X, ilit 1/7. Payo Odds ele eg t D x pi zB 


(n - p)! © (n- p)! 
Donde: An p ту 
que é uma 22 fórmula para Arranjos Simples 
24.2. FACA VOCÉ — TAREFA 18 
Calcule, aplicando a fórmula, os seguintes arranjos simples. 
a) A73 | T 
ч But IAE ya суш]. 
Puy e ot COLIT ERRAT DE 
b) Ags | 
£: n % SAG л PAQ 
E E du D es 31 
c) Aga ; | | 
j °. S g m 1 
Esau : R 
EE +! H 
re | ) 
A 5! T EN t w E зар 
"rise! 2! &\ 
е) Ag 1 
| | -| 
¿A б A С Ee ox = E 
(6-1) ф 5! 


25. COMBINACOES SIMPLES DE n ELEMENTOS TOMADOS pap 


Vimos que combinar 4 elementos 2 a 2 — por exemplo — significa formar subconjuntos de classe 2 com 4 elementos 
dados. 


[im DACH {AD} 
(A, B, С, 0} wd 


(B.C) {B,D} (C,D) 


Definiremos então: 


Chamam-se combinações simples de п elementos distintos tomados рар 
a todos os subconjuntos de classe p dos m elementos dados. 


ou ainda: 
Chamam-se combinações simples de п elementos distintos tomados рар 
aos agrupamentos sem repetição formados com р dos п elementos dados, 
de modo que um agrupamento difira do outro pelo menos por um dos 
elementos. 
Representa-se: Cn, p ou Gh. 


25.1. CÁLCULO DE Cn,p 
Será fácil ver que vale a 


Propriedade: An, p = Cn, p Pp 


Para tanto, formemos — como modelo — o quadro dos arranjos simples de quatro elementos A, B, C e D, tomados 


343. 
e Inicialmente a 12 linha, onde os agrupamentos diferem entre si pelo menos por um dos elementos. 
АВС ABD ACD BCD. 


e Em segundo lugar permutando em colunas cada um desses agrupamentos obtendo todos os arranjos. 


(A, B, C) (A, B, D) (A, C, D) (B, C, D) 


(A, C, B) (A, D, B) (A, D, C) (B, D, C) | 
(B, A, C) (B, A, D) (C, A, D) (C, B, D) X ! 
(B, C, A) (B, D, A) (C, D, A) (C, D, B) P Š 
(C, A, B) (D, A, B) (D, A, C) (D, B, C) | 
(C, B, А) (D, B, A) (D, C, A) (D, C, B) < — —  — C8, 3 —— 


De modo geral teremos: 


An, p 


M — Сп, р — 


Como 


Teremos 


Conclui-se também: 


m “mn 
Corolário: Cn, p = (>) 
De fato: 
C n! 
"P^ pl(n- p)! 
n 
e Donde Cn, р = (5) 


ou seja: 


O número das combinações simples dos п elementos tomados p a p é igual 
ao número do coeficiente binomial n sobre p. 
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25.2. FACA VOCÉ — TAREFA 19 


Calcule, com o uso da fórmula, as seguintes combinações simples: 


a) Cs,2 -| | 
E NANA 9^ - 8.9.51. О 
$4. CL E S eem. 
b) C4,3 
JE e 4! NA OE 
: jupe me qw ки sapa d 
с) Cs. 6 
° ú | | 
C А les " E " 
b G (E) "m ЕТТ = Ж 21 = 
d) C 
E 10,4 F. Lo! La 
10,4 z = : - 
ЧІ Cto -4)! ul cl 
е) Cy, 
Cate (3). rH "MEX 
t ti (4-1 m 


26. PERMUTACÓES COM REPETIÇÃO 


19 Problema: Quantos sáo os anagramas da palavra 
ALUNO? 


Como п= 5, e as cinco letras são distintas, basta 
imaginá-las em 5 celas e permutá-las. 


Vejamos: 


La] [s] [v] [NJ [o] 


O número de permutagóes simples de 5 elementos 
é solugáo do problema; obteremos 120 anagramas do tipo: 


misuse 
Ej perm] 
|0] [x] 
Lo] [s] 


ENO 
E qe E 
[> [e 


e assim por diante. 
Entáo: 


Р, = 120 


6 о nümero procurado. 
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ко” d 
re 
q. 5! - UB 
3| T 
| 
Lo. Sinta 3» 1$ ! y ¿lo 
qd. $d Же ТЕ, 
a Y 


29 Problema: Quantos sáo os anagramas da palavra 
ARARA? 


Como n- 5, mas trés letras sáo do tipo A e duas 
do tipo R podemos proceder do mesmo modo como 
ao lado e apenas para efeito de raciocínio, identificar as 
letras A, com índices. 


La) Le] Ds] [к] |ы 


Permutando essas letras A, obteremos: 


ы Le Led [el [oe 


b] [e] bl x] [м 
Obtivemos 6 anagramas iguais, isto é 3! anagramas 
repetidos. 


O mesmo ocorrerá com as permutações do R, pois: 
Ligas a 
ре аьаа | А] 


são o mesmo anagrama. Significa que o verdadeiro número 
de anagramas ficou multiplicado por 3! e por 2! 


Desses fatos concluímos que o número de permutações dos cinco elementos da palavra ARARA deve ser dividido 
por 3! e por 2!, ou seja: 


5! 
2! 3! 
é o número das permutações dos cinco elementos dados, sendo trés de uma categoria (A) e 2 de outra categoria (R). 
: : 3:2. Ө. 520. 
Indica-se: poc 3 gr 7d = 10. 


No caso geral, quando n sáo os elementos, sendo o, de uma categoria, 8 de outra e y de outra, (por exemplo) e 
ainda а + 3 + y = n, teremos: 


p&b: Y = e Sea 
n a! B! y! 


26.1. APLICAÇÕES 


1. Permutemos de todos os modos possíveis as letras da palavra ALUNO de modo que os anagramas sempre 
terminem com vogal. y 


Sáo 5 celas e sáo trés as vogais, basta fixar as vogais na última cela. 


Veja: 


LIL TU 115] 12 forma 


| JL 14е 28 forma 
L H. Ad 38 forma 


Concluímos que o número pedido é dado por: 
N=3-P¿=3-4!=3-24=72 ou № =72 


2. Permutemos de todos os modos possíveis as letras da palavra ALUNO de modo que as vogais estejam sempre 
juntas. 


n-5 mas, as três vogais vão ocupar sempre uma cela apenas; vejamos: 


{ i Mesmo juntas as vogais permutam-se de 
| | | | | A cadis a ДУ. | E 
— i P4 modos distintos. 


Рз 
DNE — - = 
Logo o nümero total será: 
N =P; - P, =3! 3! =6:6 =36 ou N = 36 


3. Permutemos de todos os modos possíveis as letras da palavra ALUNO, de modo que os anagramas comecem 


por vogal e terminem por vogal. 
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Sáo cinco celas, obedecendo à propriedade: “comega e termina por vogal”. Entáo teremos: 


Iniciando por A 


Terminando por U —— LA | d TE TUNE [о | 


Terminando рог А => [о | ЖЕ = dd [А | 


Iniciando рог О 


Terminando рог U ==> [о | T We EUN [о |] 


Terminando por A => [о | ЕЕ NE эё ES 


Iniciando por U 


Terminando por оь [u] | || || | Lo 
Сва 


Logo: N=6:P;=6-3! 


4. Quantas são as diagonais de um hexágono? 


=6-6=36. 


As diagonais são segmentos determinados por vértices não 


consecutivos. 


AC e CA representam a mesma diagonal. Então necessitamos 
obter combinações simples dos seis vértices tomados dois a dois. 
Como essas combinações incluem os lados, basta excluí-los da conta- 


— 


gem final. Assim: 


D-C,, -6- -6=15-6=9 


6! 
21 (6 - 2)! 


5. Uma crianga tem 5 cartóes numerados de 1 a 5. De quantos modos possíveis ela formará números de 3 alga- 
rismos? E de 4 algarismos que terminam sempre com o algarismo 5? 


Com 3 algarismos 


Ea Pete 


Serão sempre três celas onde a ordem é importante; 
logo trata-se de arranjos simples dos 5 algarismos toma- 
dos 3 a 3. 


Аў =——!— =60 
` Bos ir 
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Com 4 algarismos terminados em 5 


ЕЈ 


Serão quatro celas mas a última é fixa; logo deve- 
mos arranjar os restantes 4 elementos nas 3 celas 
permutáveis. Teremos: 


= 24 


5 dis EST 


6. Tenho 8 folhas de papel, de cores diferentes; quero encapar 3 livros, um de cada cor. Quantas são as formas 
possíveis? 
Neste caso a ordem não é importante. Trata-se de juntar, agrupar as 8 folhas de 3 em 3 e examinar todas as 
possibilidades. 
f n-8 x 8! 
i p=3 : 3! (8 - 3)! 
7. Um propagandista tem 9 amostras distintas para distribuir a 3 médicos A, B e C. De quantos modos poderá 
fazer a distribuição, dando 4 amostras ao médico A, 3 amostras ao médico B e duas ao médico C? 
Como a ordem das amostras não é importante, trata-se de combinar tais amostras. Assim: 


: Е Е 9! Кый»: Ды 
Ao médico А: Cy 4 = 41 (9 - 4j = 451 = 126 


Ao médico B: Cs з = 2 =. -10 
Ao médico С: С. з = 2 su. =] 
= uc NE 
Logo o número total de possibilidades será o produto: 
Co,.4:C5,3: C4, ou M=126-10- 1 = 1260 possibilidades. 


8. Examinemos o mesmo problema anterior no caso em que se dissesse: 


4 amostras a um dos médicos (ou A ou B ou C) 
3 amostras a outros dois médicos 
2 amostras ao terceiro médico 


Bastaria multiplicar o resultado do problema anterior por 3! pois a escolha da distribuição poderia ser feita de 
P4 modos diferentes. 


Logo: M =3!- 1260 = 7560 maneiras diferentes. 


26.2. FACA VOCÉ — TAREFA 20 


Calcule o que se pede: 
1. Quantos são os anagramas da palavra NÚMERO, que começam por N e terminam por E? 


São 6 celas; basta fixar o N na primeira cela e E na última cela. 


kcu im o da Wu үмөтү 


4 
Portanto o número pedido é dado por: 


2. Quantas diagonais tem um octógono (polígono de 8 lados)? 


Como AE e EA representam a mesma diagonal, basta obter 
combinações simples dos ....$... vértices tomados 2... а Zu e 


Portanto: 


Da © > > pietas - Y SAO 


R. São 2,0, as diagonais do octógono. 
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3. Com os algarismos de 1 a 5, quantos nümeros de trés algarismos distintos podemos formar de modo que: 


a) os números formados sejam pares? 
b) os números formados sejam ímpares? 


a) Seráo trés celas. Mas para garantir que o número seja par na última cela deverá aparecer o algarismo œQ... ou o algarismo 


Portanto: Lj L] L| ou Lal Lad L-4] 


Então: NT UN O apre e eU. 


2! 


b) Seráo trés celas. E para garantir que o número seja impar, na última cela deverá aparecer o algarismo | — ouo algarismo , 3 
OU ME. M 


Portanto: Ld NE a] 


27. 


TT 3 R 
N= 4,2 
ЖЕ Lal 
Ws Ls) Was Э а sog ah pops 26 
——— — 


4. Quantos anagramas podemos formar com as letras da palavra ESPERTO? 
A palavra ESPERTO tem 7 letras, ..£,.. das quais são repetidas. 
Portanto concluímos que o número de permutações da palavra ESPERTO deve ser dividido por |. &, | 


2 ql 


N= Parr 1 6.9. H. 3 2 з О 
E. 


R. Existem . Z. 2 &,O. anagramas distintos da palavra ESPERTO. 


EXERCÍCIOS DE REVISAO 

Sequéncia 1 

l. Com os algarismos de 1 a 9, quantos nümeros Ímpares de nove algarismos distintos podemos formar? 

2. Quantos anagramas podemos formar com as letras da palavra ALUNO, comecando por vogal e terminando por consoante? 


3. Quantos anagramas podemos formar com a palavra ESPERTO, começando por vogal e terminando por consoante? 


4. Qual o nümero de anagramas da palavra PROBLEMA em que as consoantes ficam sempre juntas e as vogais também ficam 


sempre juntas? 


5. De quantos modos posso arrumar 6 moedas em linha reta, ficando para cima: 


a)-1 cara e 5 coroas? 
b) 2 coroas e 4 caras? 
C) 3 caras e 3 coroas? 


6. De quantos modos podemos acomodar as 9 secretárias de um escritório em 3 salas, A, B e C, ficando 4 em uma, 3 em outrae 


2 em outra sala? 


maneiras posso escolher os papéis? 


7. Tenho 7 folhas de papel, de cores diferentes, e quero encapar 4 livros de matérias distintas, um de cada cor. De quantas 


8. 12 pessoas devem ler, para um seminário de literatura, 3 livros diferentes. Dispõe-se de 3 volumes do livro A, 5 do livro B e 


4 do livro C. De quantos modos podemos distribuir os volumes? 
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9. Uma classe é composta de 45 alunos, sendo 15 mocas, todas externas, e 30 rapazes, 20 internos e 10 externos. Deseja-se formar 
uma comissáo constituída por: 


— um presidente, necessariamente interno 
— uma secretária (moca) 
— 3 outros membros quaisquer. 


Quantas possibilidades existem para a escolha desta comissão? 


10. Num acampamento de escoteiros existem 3 barracas: I, H e III. De quantos modos podem alojar-se 12 escoteiros, ficando: 


a) 4 em cada uma? 

b) 5 na barraca І, 5 na barraca П e 2 na barraca III? 
C) 6 na barraca I, 6 na II? 

d) 5 na barraca I, 4 na II e 3 na III? 


Sequéncia 2 


l. Determinar o número de planos determinados pelos vértices de uma pirámide cuja base é um eneágono (9 lados). 
2. Quantas diagonais tem um icoságono? Quantas diagonais tem um polígono de n lados? 

3. Quantas diagonais tem o icosaedro? (20 faces). Quantas diagonais tem o dodecaedro? 

4. Dado um cubo, quantos tetraedros existem cujos vértices sáo vértices do cubo? 


5. De quantos modos se pode extrair um grupo de 5 cartas de um jogo de 52 cartas, de modo que este grupo contenha 3, e 
somente 3, reis? 


6. Uma urna possui 5 bolas numeradas. 


a) Calcular o número de possibilidades quando se retira, sucessivamente, 3 bolas, sem reposição. 
b) Calcular o número de possibilidades quando se retira 2 bolas, ao mesmo tempo. 


7. Uma urna contém 10 bolas, sendo 4 brancas, 3 azuis e 3 vermelhas. De quantos modos podemos formar grupos de 5 bolas 
contendo, cada um deles, pelo menos uma bola de cada cor? 


8. Os 25 alunos de uma classe querem organizar uma comissão com um presidente, um secretário e um tesoureiro. Quantas 
comissões diferentes poderão formar? 


9. Quantas comissões de 6 elementos podem ser formadas com os 30 alunos de uma classe, com um presidente, um secretário, 
um tesoureiro e 3 membros auxiliares? 


10. Calcular o número total de números constituídos de 3 algarismos ímpares distintos e 2 pares distintos que podem ser formados 
com os algarismos de 1 a 9. 


11. Qual o total de números ímpares de 5 algarismos distintos que podem ser formados com os algarismos de O a 9? 


12. Dados os algarismos de 0 a 9: 
a) quantos números de 3 algarismos distintos podemos formar? 
b) quantos deles são divisíveis por 5? 


13. Qual o número de anagramas da palavra PROBLEMA em que as consoantes ficam na ordem PRBLM e as vogais na ordem OEA? 


14. Sobre 2 retas paralelas marcam-se, respectivamente, 7 pontos e 9 pontos. Quantos triângulos podemos determinar com estes 
16 pontos? 


15. Com os algarismos de 1 a 9, quantos números de 3 algarismos distintos podemos formar de modo que a soma dos algarismos seja 
par? 
Sequência 3 
1. De quantos modos 8 pessoas podem ocupar 2 salas distintas, devendo cada sala conter, pelo menos, 3 pessoas? 


2. 30 atores serão escolhidos de um grupo de 100 para encenarem uma peça teatral que consta de 17 personagens femininos e 
13 masculinos. Sabendo-se que o grupo tem 30 mulheres e 70 homens, pergunta-se de quantos modos podem ser distribuidos os papéis. 


61 


3. Sabe-se que no jogo de póquer, quando participam 4 pessoas, sáo distribuídas inicialmente 5 cartas para cada uma, de um. 
baralho de 32 cartas. Quantas distribuições distintas podem ocorrer? 


4. Com uma letra M, uma letra D e um certo número de letras A, podemos formar 20 permutações. Calcular o número de letras A. 


5. Seja ABCD um retângulo e E o ponto de encontro das diagonais. Quantos triângulos existem cujos vértices pertencem ao conjunto 
ÍA, B, C, D, E)? 3 


6. Considerando os vértices de um hexágono regular e o centro da cjrcunferéncia circunscrita, quantos triángulos pertencem ao 
conjunto dos 7 pontos podemos traçar? 


7. Permutando-se os nümeros 1, 3, 4, 5, 7, qual a soma dos nümeros formados? 


8. Mamãe tem 4 filhos; titia I tem 3 filhos; titia II tem 5 filhos. A relação x é primo de y tem quantos elementos? 


9. De quantas maneiras podemos colorir uma bandeira com 12 faixas horizontais usando 3 cores, de forma que não haja 2 faixas 
juntas de mesma cor? 


10. Com 11 rapazes, de quantas maneiras diferentes posso formar simultaneamente, para treinar, um quadro de bola-ao-cesto e 
um de volibol? 


11. Numa mesa de jogo existem 6 lugares. 
a) De quantas maneiras diferentes podem-se sentar 6 pessoas? 
b) E se 2 delas devem ficar sempre juntas? 
c) E se os parceiros (3 pares) já estáo fixados anteriormente? 


12. De quantos modos é possível dispor 12 convidados em volta de uma mesa redonda? E, sabendo-se que sáo 6 homens e 6 
mulheres, ficando os homens e as mulheres alternados? 


Sequéncia 4 


l. De quantas maneiras posso decompor 72 no produto de 2 inteiros positivos? 


2. Seja A-(2,3, 5, 7, 9, 13) e B ={ ахь | аєд, bEA, a Zb e axb tem 2 algarismos ) 
a) Quantos elementos possui B? 
b) Quantos sáo pares? 
c) E incluindo o caso a - b? 


3. Seja A ={2, 3, 5,6,9, 13) e B-(aP|aeA, beB e ab) 
a) Quantos elementos possui B? 
b) Quantos desses sáo pares? 
с) E incluindo o caso а = b? 


4. De quantas maneiras uma crianga pode formar, simultaneamente, um nümero de 4 algarismos, um de 3 e um de 2, com seu 
jogo de 9 cubos, numerados de 1 a 9? 


5. Uma classe de 45 alunos deve ser dividida em equipes de 5 alunos para realizar um trabalho de Filosofia, De quantas maneiras a 
divisão pode ser feita sabendo-se que: 
a) todas as equipes desenvolverão o mesmo tema? 
b) cada equipe desenvolverá um tema diferente? 


6. Para compor a tripulação de um avião dispomos de 20 pilotos, 4 co-pilotos, 3 aeromoças e 5 comissários de bordo. Sabendo-se 
que em cada vôo vão 2 aeromoças, 2 comissários, 1 piloto e 2 co-pilotos, de quantos modos pode ser escolhida a tripulação? 


7. Sejam А,В е С pontos da reta r 
A, De E pontos da reta s 
В, реЕ pontos da reta t 
С, E eF não alinhados. 
a) Quantos triángulos existem, com vértices em 3 desses pontos? 
b) Quantas retas estão determinadas por esses pontos? 


62 


8. Para o grêmio de um colégio foram eleitos 6 rapazes e 4 moças. Dizer quantas comissões de 5 pessoas se podem formar, de 
modo que: 
a) em cada comissão figurem 2 moças, 
b) em cada comissão figurem, no máximo, 2 moças. 


9. Provar que gs - л = (a 


10. Dado um conjunto A de n objetos, sabe-se que os números de combinações desses objetos 4а 4, 5a5 e баб 
estão em progressão aritmética, nessa ordem. Determinar n. 


11. O número de arranjos de n elementos, 3 a 3 e o número de arranjos n * 1 elementos, 4 a 4, são termos consecutivos de uma 


progressão geométrica de razão 8. 
a) Determinar n. 
b) Determinar o primeiro termo sabendo-se que os números dados são, respectivamente, o 59 e o 69 termos da progressão. 


12. Um conjunto tem k elementos. O número de seus subconjuntos de p elementos é 136 e o número de seus subconjuntos or- 
denados de p elementos distintos é 272. Determinar k e p. 
n(n - 1) (2n - 1) 


13. Verificar a identidade: Cn, 3 + Cn+1,3 = 6 


14. Demonstrar que o número de combinacóes simples de n elementos, p a p, que contém umdeterminado elemento é: 
P*Cnp 


n 


15. De quantas maneiras podemos permutar as letras de uma palavra formada por n ¡consoantes e n vogais, de modo que não ha- 
ja 2 consoantes nem 2 vogais consecutivas? 


16. O número de combinações de 12 elementos, 2n a 2n, é igual ao número de combinações de 12 elementos, n * 6 a n + 6. 
Determinar n. 


capitulo . TEORIA DAS PROBABILIDADES 


28. EVENTOS — ESPACO AMOSTRAL 


28.1. Consideremos as seguintes condições iniciais: 5 bolas vermelhas, numeradas de 1 a 5, sáo colocadas em uma urna 
e uma bola será sorteada. 


28.1.1. Considere o seguinte experimento: “anotar a cor da bola sorteada”. 
O resultado do experimento está determinado a partir das condições iniciais? SS A TN. . O único resultado 
possível é trat e... . ca cg е 


Experimentos como este são chamados determinísticos e o resultado é o evento certo. 


28.1.2. Considere o experimento: “anotar se a cor da bola sorteada é branca”. 


Este experimento é determinístico? 


(sim ou não) 


O evento: “a bola sorteada é branca” é chamado evento impossível. 


28.1.3. Considere o experimento: “anotar se a bola 5 é sorteada”. 
Este experimento é determinístico? 
` a ~ , , В 
Yao... . Por qué? aqu. 5. mn QQ. t. Q Lac Q. лали. ае honne l : 
(sim ou nào) 
Neste caso, o resultado não está perfeitamente determinado a partir das condições iniciais. Diz-se então que o 
experimento é aleatório e que o evento “a bola sorteada é a de nº 5” é um evento aleatório. 


28.1.4. Verifique o seguinte experimento: “anotar o número da bola sorteada”, e os eventos: 


a) a bola sorteada é de nº par. 

b) a bola sorteada tem número menor que 5. 
c) a bola sorteada tem número menor que 6. 
d) a bola sorteada tem número ímpar. 

e) a bola sorteada tem número maior que 7. 
`f) a bola sorteada é a de n9 1. 
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O experimento é КОРР sos porque o resultado nào está perfeitamente determinado a partir das 


(determinístico ou aleatório) 
condições iniciais. 


Os eventos (a), (b), (d ), Q ), são eventos aleatórios; o evento (c ) é evento certo porque é o único resultado 
possível e o evento (4 ) é evento impossível porque nunca a bola sorteada terá número maior que 7. 


28.1.5. Escreva outros exemplos de eventos aleatórios para o experimento do ítem anterior. 


19) Q. bola лой йа da de n* 3 


22) Q bola sorteada tem nº menor que 3 

AA A e чу сел que 3 
Escreva um exemplo de evento certo e um exemplo de evento impossível para este experimento. 
OL bota ло во. lem w^ our Que + 
Q bolo sorteada, ca de neg. 


28.1.6. Considere o seguinte experimento: “anotar o número da bola sorteada”. 
Os possíveis resultados deste experimento podem ser representados pelo conjunto: 
E= {1,2 2374 5], 
que chamaremos espaço amostral do experimento. 


Se considerarmos o evento: “a bola sorteada é de número par”, podemos representá-lo pelo conjunto (&, 4. ) CE. 


Os eventos aleatórios: “a bola sorteada tem número menor que 5”, “a bola sorteada tem número ímpar”, 
“a bola sorteada é a de número 1”, também podem ser representados por subconjuntos do espaço amostral: 


m I censeso ) С е5 


O evento: “a bola sorteada tem número menor que 6” é o evento certo e pode ser representado pelo conjunto E. 
Observe que ECE. 


O evento: “a bola sorteada tem número maior que 7”, é o evento impossível e será representado pelo conjunto vazio, 
que também é subconjunto de E (ФСЕ). 


Assim, qualquer resultado do experimento pode ser representado por um subconjunto de seu espaço amostral. 


28.1.7. Escreva os subconjuntos de E que representam os eventos do ítem 28.1.5. 


а нтр ЕЕ 


28.2. Considere о experimento que consiste na retirada de uma bola de uma urna que contém uma bola vermelha, 
uma bola azul e uma bola branca. 


Representando, respectivamente por V, A e B, as bolas da urna, o espaço amostral do experimento é: 


28.2.1. Os eventos aleatórios representados por subconjuntos unitários de E sáo: 


a) a bola retirada é vermelha: {У JCE. 


Estes eventos sáo chamados eventos elementares associados ao espago amostral E. 
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28.2.2. Os eventos aleatórios representados por subconjuntos de E com dois elementos sáo: 


28.2.3. O evento certo é representado pelo próprio conjunto E e pode ser descrito por: 


“a bola retirada é vermelha ou azul ou branca”. 


28.2.4. O evento impossível é representado por ANB- CE e pode ser descrito por: 
“a bola retirada é preta”. 
Escreva outra sentença que também descreva o evento impossível: 
“а bota retirada e amarela.” 
28.2.5. O conjunto de todos os eventos associados ao espaço amostral E é: 
(o, (X), (A3, {8}, {л 85 tua), (v, o). Е ) 
que é o conjunto das partes de E, representado por P(E). 


3 
O número de eventos associados ao espaço amostral E é $ =2--., enquanto que o nümero de elementos de 


*...... 


28.3. Resumindo as noções dos ítens 28.1. e 28.2. podemos dizer que, dado um experimento aleatório: 

a) Espaco amostral do experimento é o conjunto dos possíveis resultados deste experimento. 

b) Um evento associado a um experimento aleatório é um subconjunto do espago amostral. 

c) Eventos elementares associados ao experimento sáo os eventos aleatórios representados por subconjuntos unitários de E. 
d) O conjunto de todos os eventos associados a um experimento é o conjunto das partes de E: P(E). 


e) O evento certo e o evento impossível de um dado experimento, sáo representados pelos subconjuntos E e ф do 
espaco amostral E respectivamente. 


Obs.: Sejam A, B CE eventos, tais que А ОВ = ф. Diremos então que A e B são eventos mutuamente exclusivos. 


28.4. FACA VOCÉ — TABEFA 21 


1. Consideremos o experimento que consiste no langamento de um dado. 


a) O espaco amostral do experimento é: pip S dde: y 

b) O evento: “o resultado do lançamento é número ímpar”, é representado pelo conjunto ACE, onde A = í F, 3 9 F: 

c) O evento: “o resultado do lançamento é um número primo”, é representado por BCE, onde В={ &, 95,5 }. 

d) O evento ANB = í 3,5 } pode ser descrito pela sentença: “o resultado do lançamento é tm DW c 8 PAN >. E 
e) O evento - AUB = Í 1,2 тэ O } pode ser descrito pela sentença: “o resultado é vx oot rol ou „рл ^о Ў, 


f) Representando por B o conjunto E - B, isto é, o complementar de B em E, temos: B- (4 4 4 [4 ] 
В é um evento de E que pode ser descrito por: “o resultado do lançamento NAS è primo 


== ГА 
g) O evento А = (. “Ч, 6 } pode ser descrito por: “ 2 aenmubtado do lancamento é par e 


ЭЗЭ ыл КККК 


e 
h) O conjunto de todos os eventos do experimento é o conjunto P (E) que tem 2°" elementos. 
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2. Considere o experimento que consiste no lancamento de uma moeda, duas vezes consecutivas. 


Representando por c о evento: “ocorrência de cara”, por с’ o evento “ocorrência de coroa” e por um par ordenado os resul- 
tados das duas jogadas, temos o espaco amostral: 


E= Leto eL GELS IR CL Дл] 
a) O evento “ocorrência de uma cara” é representado por ACE onde: 
A= (6, о), (с, ©, (ç... 6.) } 
Observe: “ocorrência de uma cara” significa “ocorrência de pelo menos uma cara”. 
b) O evento “ocorréncia de uma única cara” é representado por BCE onde: 
Bs LCS audite e IS 


c) O evento “ocorréncia de pelo menos uma coroa” é representado por C C E, onde: 


Ce lab p ье eap e ost 


d) O evento “ocorrência de duas coroas” é representado por FCE, onde: 


e) O evento ANC = í (eue "E ce He» ) pode ser descrito por: “ocorrência de UA CQ A O. £UMA COAOQ, >”. 


ete e eeeeue ere Н EAS nmn 


P CRR divae in 
g) O evento А={ (c,c)) pode ser descrito por: * 969A AX. de da A eee é 
h) O conjunto de todos os eventos é o conjunto EO E) la que tem 2"" . elementos 


3. Considere um experimento cujo espaco amostral é E e considere dados trés eventos: ACE, BCE, CCE. 


a) O evento B pode ser descrito por: “o evento B não ocorre” 


b) O evento C pode ser descrito por: “q evento Q mão. осолле ч 


ЛААЛ А К Л С Г Л 


d) O evento “somente A ocorre”, pode ser representado рог: AN,B.n.l 


e) O evento: “os trés eventos dados ocorrem”, pode ser representado рог: AN 6 п.с 


g) Se А еВ ocorrem mas C não ocorre, o evento pode ser representado por: Bm B n. c 


h) Se somente dois dos eventos dados ocorrem, o evento pode ser representado por: 


eesesoss | oessseos | lass... 2 VÀ \ quscccsssossosessessssrsssseso 2 T \ anancaannononcrccrnnananons... 


29. PROBABILIDADE 


29.1. Considere o seguinte experimento: "uma urna contém 5 bolas vermelhas e 3 bolas brancas, todas de mesmo 
tamanho. Uma bola será sorteada”. | 


ОЕ 


ПОТЕ ЕИО 
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Os eventos: V, “a bola sorteada é vermelha” e B, “a bola sorteada é branca” s&o eventos aleatórios. 
Devido ao número de bolas de cada cor, podemos dizer que o evento V. tem maior chance que o evento В 


A ATE MAT RE RR ES 


O objetivo da teoria das probabilidades é exprimir matematicamente a chance de cada evento aleatório associado 
a um experimento. 


29.2. FUNCÁO DE PROBABILIDADE 


LLLI D————————————— 


*....... sees... eeseseseesosesoeeeeoeso. 


Um conjunto A é um evento de E<=> A cass dM conjunto E representa o evento . ce xis e 


Consideremos uma função P, que chamaremos função probabilidade, associada ao experimento, definida por: 


Р: PŒ) — К 
А —— y =P(A) 
com as seguintes propriedades: 


1) P(A)>0, VACE. 
2) P(E)=1 e P(9)=0 
3) P(AUB)=P(A)+P(B) se AnB-ó 


29.3. FACA VOCÉ — TAREFA 22 


1. Considerando o experimento do ítem 29.1, temos: 


E =[ Vi, Va, Уз, Va, Vs, B1, Ba, B3 }. 


a) O evento У é representado pelo subconjunto de E, V = (Us ¿Ya s, Vy, Vs ] eo evento B é representado por B = (&1,84,85]. 


О evento V UB é o evento certo porque V UB = E e pode ser descrito por: “a bola sorteada é METERS Ко, €— ou 
branca М oi 


Cronencescnsaos re нето вннннанинанеетоенатая 


oro sa Meo uu qe A AE a Ne 


СООО 


ннн É ринин Mw P 


e estes são, dois a dois, disjuntos. 

Supondo que: R((Vij) spi, — R((Va) =рә, Р({Уз})=р,  P([Va))=pa, РОУ;)) =рз, 
FK(B))-q.  P((B2))=q2  P((B3))=qu3, 

concluímos, pela propriedade (3) da definição de P: 


pp) = Рі + Pa + Pa +Pa + Ps +i fe. 15. 


Se todas as bolas sáo iguais, podemos supor que elas tenham chances iguais de serem sorteadas. Isto significa, matematicamente, defi- 
nir: 
3 
A = Pa = bs =q1= Y = 3 = 


Como P(E) = 1, temos: 


e) O evento V também pode ser visto como reunido de eventos elementares. Assim, a probabilidade de que a bola sorteada seja verme- 


lhaé PW= %_ 
? 


Do mesmo modo podemos concluir: P(B) = 3 
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2. Considere o experimento: “Três pessoas A, B e C jogam uma partida de certo jogo de cartas. Queremos saber quem será ven- 
cedor”. 


O espaco amostral do experimento é: E-( A > S G } 


Suponhamos que, pelos resultados de outras partidas disputadas pelas mesmas pessoas, sabe-se que a pessoa B tem o dobro da 
chance da pessoa A e que a pessoa C tem o triplo da chance de A. 


Matematicamente, isto pode ser representado por: P(B)=2P(A) е P(C)-..2 „LCAN... 
a) Calcular P(A), P(B) e P(C). 
Temos: E-( A)U( 8) U( C) => PŒ) = P(A) + P (2)... + C. CC. ou, escrevendo em função de P(A): 
PE) = ..£(A. + 8. C8.) E 3.0.8. = 6 PA) 
Como P(E) = 1, temos: 


< l = с, е cu 
P(A) = H P(B P(C 


b) Calcular a probabilidade de que a pessoa A perca o jogo (isto é, B ou C ganhem o jogo). 


Este evento pode ser representado pelo conjunto ..... Bug q A , cuja probabilidade é: 


POVO = L 4 > —— pela propriedade (3) da definição. 
6 6 


c) Qual a probabilidade de que Bou A ganhe o jogo? 


Este evento pode ser representado pelo conjunto Bu a , cuja probabilidade é: 


UU i, 


RF BUA È LIN Э: лз і 
( )= — + ээр» — ' чар 


30. PROPRIEDADES 


30.1. Consideremos um experimento cujo espaco amostral é o conjunto: 
Баа, sepan 
Os eventos elementares do experimento: 
{a}, {a}... Lan), 
são mutuamente exclusivos, dois a dois, isto é: 
(aj) n (aj) =ф, WVij com i=j. 
Entáo, sendo 
Е={а,} о (а JU... VU tas k, 
temos pela propriedade (3) da definição de P: 
P(E) -P(a1) ) * (£a) ) t... * Pan) ) 
Escrevendo abreviadamente Р({а;} ) = Р(а;), temos: 


P(E) = P(a1) + P(a2) +... + P(an) 


P(E) = ] Pa) 
aj€E 


ou 
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Pela propriedade (2) da definigáo podemos escrever, 


a;€E 


Isto significa que a soma das probabilidades de todos os eventos elementares do espaco amostral de um experimen- 
to é sempre iguala |]... 


30.2. Considerando um evento ACE 
Е={а,, ls... an) 


Ac-[b; bass Bg 1; ken 


onde os b; são elementos de E, isto é, para cada i, 3j tal que b;= aj. 
Pelo mesmo raciocínio do ítem anterior podemos escrever: 


seecssocssocetobeeeoo — cocecvesvosesehoossoseo —  vsecccecchecscchbcecoes 


P(A)= ) Р) 
bicA 


) ръ)< ) Pa) 
b¡€A a;€E 


ou seja: (Ае Il; VACE 
Isto é, a probabilidade de qualquer evento é sempre menor ou igual a 1. 


Pelo mesmo raciocínio, $C A => Р(ф) < P(A) => P(A)>0, VA CE 


ou seja: 


30.3. Como ACE, temos: 


30.4. EVENTOS ELEMENTARES EQUIPROVÁVEIS 


Consideremos o espaço amostral 


E=(a,,as,...,2n) 
e suponhamos que: P(a;) = P(a;), “з, j 
isto é, suponhamos que os eventos elementares são equiprováveis. 

Portanto temos: Е 

Y Р(а;) = 1 

i51 
e como, por hipótese, todos os termos da soma sáo iguais, temos: 

n. Р(а{) 2.1. 
ou seja, a probabilidade de cada evento elementar é P(a;) = ES 
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Consideremos agora um evento AC E > 
Asz(b,bs4...,Uy], Кей 


Е 
Por 30.2., temos: P(A) =) Pbi) 


151 


e, como todos os termos da soma são iguais a l , concluimos: 


Ou, como n é o número de elementos do espaço amostral E, n(E); e К ё o número de elementos do evento A, 
n(A); concluímos que: 


30.5. FACA VOCÉ — TAREFA 23 


Considere o lançamento de um dado. 


O espaço amostral é: 
E=s[14,2,3,4,5,0 ] 


Admita que o dado seja perfeito, isto é, qualquer face tenha a mesma chance de ocorrer. 


š , 
Então os eventos elementares são Apex pra va ГУО caos Р 


n 


a) A probabilidade de ocorrência do nº 6 ё: 


P6) = 2 
ç 
b) Considerando o evento A: “ocorrencia de número par”. 
ASÍ ESA 
Entáo a probabilidade de ocorréncia de A é: 
A 
re ER bed hs НА 
n(E) Gb 


c) A probabilidade de ocorrência do evento B: “ocorrência de múltiplo de 3”. 


DA 3,6 ) 
P(B) = & = і. 
сз 
d) А probabilidade do evento AUB: “ocorrência de Xk t 59. BA 0% о hablo us Be 2 


AUB-(2,38,4, €) 


udi e. 
MAB) e om 


Observe que A e B não são mutuamente exclusivos porque ANB ={ 6] +0 e, P(AUB) f P(A) * P(B). 


e) A probabilidade do evento ANB: “ocorrência de ¿IRALA ie E о hl. d д.н 


АПВ={ 6) 
ao. 
PANB) = — 
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30.6. PROBABILIDADE DO EVENTO COMPLEMENTAR 


Considere o espaço amostral E e o evento AC E. Seja А o complementar de A em Е, іѕіо é, А = E.-A 


Y 


D 


Temos: 


> 
E 
>l 
T 
tn 
o 
> 
2 
» 
" 
RSS 


Ae À são eventos mutuamente exclusivos e, pela propriedade (3) da definição de P: 


MAUA) 7.8.8... * O(A)...” 
Por outro lado, pela propriedade (2): 


P(AUA)=P(E)=..1.. 


P(A)=1-P(A) 


Exemplo: Veja, no lançamento de um dado, o evento C: “não ocorrência de 6” é complementar do evento 
“ocorrência de 6”. 


Logo concluímos que: 


Logo: P(C) » ...1.. - P(6) 


P(C) = 5 
6 
30.7. PROBABILIDADE DO EVENTO DIFERENCA DE DOIS EVENTOS DADOS 


Consideremos o espago amostral E e dois eventos ACE e BCE. 
Queremos calcular a probabilidade do evento A - B, isto é, ocorréncia de A e náo ocorréncia de B. 


Acompanhando a figura, vocé pode escrever o 
evento A como reunido de dois eventos mutuamente 
exclusivos: 


(A - B)U LAARA. = A 
onde: (A...) n (An B)= $ 
Então pela propriedade (3) da definição de P: 
PA) = ..£(8...8). * „ОСА. О.Б). 


e portanto: 
P(A - В) = (A) - P(An В) 


Observe, a probabilidade de que, no lançamento de um dado, “ocorra um número par que nào é múltiplo de 3” 
é o evento A - B (com a notação do ítem 30.5.). 


Temos: AER Mor 1 
B- E , ab. } 
AnB=[..6.); A-B=l.&, 4.) 
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Calculando diretamente, P(A - B) = n(A - B) = йй 
n(E) 6 
Usando o resultado P(A - B) = P(A) - P(A n B) temos: 


P(A - B) -3- - L = < 
APTA 6 


30.8. PROBABILIDADE DA REUNIÃO DE DOIS EVENTOS 


Consideremos o espaço amostral E e dois eventos, ACE e BCE. 
Queremos calcular a probabilidade do evento AUB. 


Acompanhando a figura você pode escrever o evento AUB 
como reunião de dois eventos mutuamente exclusivos: 
AUB=BU(A - B) 


onde (A - BN Б =9 
Então, pela propriedade (3? da definição, 
P(A UB) = LLR)... + .0(8...9) 
Mas, sabemos que: P(A - B) = P(A) - P(A nB) 


e, por substituição, concluímos que: 


| P(A UB) = P(A) + P(B) - P(ANB) | 


Veja, baseando-se ainda nos dados do ítem 30.5. podemos calcular: 


P(A) = — PB) = — P(ANB) = -L— P(AUB) = —4— 
Observe que: P(A UB) = P(A) + P(B) - P(ANB) 


31. FAÇA VOCÊ — TAREFA 24 


1. Uma moeda será lançada duas vêzes. Calcular a probabilidade de que: 


A: não ocorra "cara" nenhuma vez. 
B: ocorra “сага” na primeira ou na segunda jogada. 


O espaço amostral do experimento é: 


ненае * (esse eere D remeare JO АЙМ NEL T went 


Como os eventos elementares são equiprováveis, a probabilidade de qualquer evento será o quociente, entre o número de elementos 
do evento e o nümero de elementos. de E. 


Os eventos são: А ={ LE Л} е — Be((e e. „Сс. 


DLE 


Logo: P(A) = E e P(B) = £= 


2. Fez-se uma pesquisa consultando 100 pessoas que falam francés ou inglés e obteve-se o seguinte resultado: 


A: 40 pessoas falam francés. 
B: 70 pessoas falam inglés. 


Escolhendo-se uma das 100 pessoas, ao acaso, qual a probabilidade de que ela fale frances mas nào fale inglés? 


O espaco amostral do experimento é o conjunto das pessoas consultadas. 


E ={р1, P2. -- > P100} 


Representando-se por aj as pessoas que falam francés e por bj as pessoas que falam inglés, temos: 


Asia Qz, Ava) 
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O conjunto das pessoas que falam francés mas não falam inglês é o conjunto A..-.B..- 


Sabemos que: 


P(A - B) = LCA). - RANA) 


Temos: n(A UB) = Дод. | 
n(A) = цо. ==> n(A NB) = Lo... 
n(B) = 20. 
Então, P(A) = da e P(ANB) = Lo- 
100 too 


ВАВ) = асс аон = 
loo {оо too 140 
3. Uma equipe de 5 alunos será escolhida, ao acaso, em uma classe de 10 alunos. x e y são dois alunos dessa classe. 


Qual a probabilidade de que: 


A: xe y figurem na equipe? 
B: x ou y figurem na equipe? 


Representando por aj os alunos da classe, o resultado do experimento é um conjunto de 5 alunos, isto é, uma das combinações 
de 5 elementos tirados de um conjunto de 10. 


Е = {(а1а2азада), (2123242526), .... } 


Е "c НрА 
aŒ) = Cros... EU AMIA 


a) О evento ACE contém as combinações dos 10 elementos tomados 5 a 5 que contém x e y. 


PA) =h -R 
ASR 9 
b) Chamando X o evento “о aluno x figura na equipe” 


NEM ONE 
nX) =Ca y, "ES 4.8.6. 
Pag = ШЕЕ sd 

га © 


Chamando Y o evento: "o aluno y figura na equipe”. 


| 
mY)*C. ш = rri = A 


Б! 
PY) ie i 
RSE №, 
Сото B=XUY e А = Xr Y, temos: 
PEPA LEER AR AS cra 
E 1 E 
В) = — q le Ea 
ИЫ cec 


32. EXERCICIOS DE REVISÃO 


Sequência 1 
1. Considerando o experimento que consiste no lançamento de dois dados: 


a) Construir o espaco amostral. 

b) Escrever o evento A: a soma dos pontos é ímpar. 

c) Escrever о evento B: a soma dos pontos é maior que 6. 

d) Escrever o evento С: os resultados dos dois dados são iguais. 

e) Escrever e interpretar os eventos: BANC, AMB, ВОС, АПВ e C. 
f) Determinar o nümero de elementos de cada conjunto dos ítens anteriores. 
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2. Considerar o experimento que consiste na retirada, ao acaso, de uma carta de um baralho de 52 cartas. 


a) Construir o espaco amostral e calcular o nümero de seus elementos. 
b) Escrever o evento A: a carta retirada é um ás. 

c) Escrever o evento B: a carta retirada é um ás ou uma carta de paus. 
d) Escrever e interpretar os eventos B e A. 


3. Considerar o lancamento de trés moedas. 


a) Construir o espaco amostral e calcular o número de elementos. 
b) Escrever o evento A: ocorre, pelo menos, uma cara. 

c) Escrever o evento В: ocorre, no máximo, uma cara. 

d) Escrever e interpretar o evento AMB, A, B. 


4. Considerar o lancamento de 4 moedas. 


a) Construir o espaco amostral. 

b) Escrever o evento A: o número de caras é igual ao nümero de coroas. 
c) Escrever o evento B: ocorrem no máximo 3 caras. 

d) Escrever o evento С: ocorre, pelo menos, uma coroa. 

e) Determinar o conjunto P(E). 


Sequéncia 2 


1. Uma carta será retirada, ao acaso, de um baralho de 52 cartas. Qual a probabilidade de que a carta retirada seja uma dama 
ou uma carta de copas? 


2. Uma letra é escolhida, ao acaso, da palavra ACASO. 


a) Qual a probabilidade de que a letra seja A? 
b) Qual a probabilidade de que a letra seja uma vogal? 


3. Um inteiro entre 3 e 11 será escolhido ao acaso. 
a) Qual a probabilidade de que este número seja ímpar? 
b) Qual a probabilidade de que este número seja ímpar e divisível por 3? 


4. Uma família é escolhida dentre as famílias que tém exatamente 2 filhos. 
a) Qual a probabilidade de que tenha 2 meninos? 
b) Qual a probabilidade de que tenha 2 meninos, visto que o mais velho é menino? 


5. Uma urna contém 20 bolas brancas e 10 bolas vermelhas. Qual é a probabilidade de se extrair 2 bolas brancas, sucessivamente, 
sem reposição? 
6. No langamento simultáneo de umdado e de uma moeda, qual a probabilidade de se obter 5 no dado e cara na moeda? 


7. Retiram-se 2 cartas de um baralho de 52 cartas, sem haver reposição da primeira carta antes de retirar a segunda. Qual a 
probabilidade de se obter 2 ases? š 


8. Se n homens, entre os quais estão A e B, fazem uma fila, qual é a probabilidade que entre A e B haja exatamente r homens? 


9. Permutando-se as letras da palavra PERNAMBUCO, e, escolhendo-se um dos anagramas, ao acaso, qual é a probabilidade de 
este começar por consoante e terminar por vogal? 


‚ 10. Se 10 pessoas estáo sentadas a uma mesa circular, ao acaso, qual a probabilidade de que duas determinadas pessoas se sentem 
juntas? i 


11. Qual a probabilidade de que, numa classe de 30 alunos, pelo menos 2 aniversariem no mesmo dia? 


12. Qual a probabilidade de se obter o ás de ouro, o rei de espadas e a dama de copas, extraindo 3 cartas de um baralho de 52 cartas, 
na ordem indicada; sem reposição? 


13. Um colégio tem 500 estudantes e sabe-se que: 300 estudam francês; 200 estudam alemão e 50 estudam inglês. Sabe-se ainda 
que 20 estudam francês e inglês; 30, alemão e inglês; 20, alemão e francês e 10, as três línguas. 


Se um estudante é escolhido ao acaso, qual a probabilidade de ser: 


a) estudante de duas, e somente duas, línguas? 
b) estudante de, no mínimo, uma língua? 
c) estudante de alemão, sabendo-se que ele estuda francês? 
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MATRIZES E 
capítulo DETERMINANTES 


33. MATRIZES 
33.1. Considere os conjuntos 1={1, 2,3} е J=(1,2) e seu produto cartesiano: 
EXI. (Lay ds BAILA da 


Considere, agora, a função que associa a cada par (i, j)eIxJ, o número real i + j. 


Isto é, fi IXJ > R 
(1,3) — i+j 


Enumere todos os elementos do conjunto imagem desta função, colocando-os em uma tabela de dupla entrada: 


Esta função é chamada uma matriz real de ordem 3 por 2, definida pela lei (і, j) — i + j: 


Seu domínio é o conjunto: 


LI AAA akha IST ENIM 


Representando f((i, j)) por а, temos: 


an = f((1, 1) = 2 dz 7 [CL 23s. 3... 
ау = PCR ER: a22 = SEGUE RERO, 
аз = Í (3.10)... 852 = (з R 


Observe que definimos uma determinada matriz. Outras leis definirão outras matrizes. 


33.2. FACA VOCÉ — TAREFA 25 
1. Defina uma matriz real de ordem 4 por 3. f: IxJ—>R 


Mr ILLE TE GD d 


(Escolha a lei de formação. Por exemplo, i-j). 
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Enumerando todos os elementos do conjunto em uma tabela de dupla entrada: 


Temos: 
а= 1 а= É a= 3 
а1= À a2= H азз= 6 
a1= 3 a2= 6 азз= 9 
а= Ц a43- 8 ааз= 12 


33.3. Vocé pode observar que a matriz f do ítem 33.1. fica bem determinada apenas pelo seu conjunto imagem desde 
-que seus elementos estejam dispostos ordenadamente em 3 linhas e 2 colunas. 


2:3 
O conjunto (з 2) 
qns 


mos . daa... colunas. 


A função tem valores em R porque todos os números que figuram no conjunto imagem são Лед, LA 


A função está bem definida porque sabemos qual é sua imagem para cada elemento do domínio 1х5. 


Assim, 


— a imagem de (1, 1) é aj =..£.. porque 2 está na 18 linha e 12 coluna. 


DIM 


— а imagem de (1, 2) é .Q43,2...)... porque Benta ma 19 lenha e 2% coluna 


AAA DO Clo id 


— a imagem de (2, 1) é 421... 2... porque 3 ente уо ge linha e 1% coluna 


PRA td A ii o ................................. 


— a imagem de (2, 2) é Aza... porque H enta na ¿° linka t 2º cotuna 


PA AAA T ^ Clo A .. 7 ............................................ 


— a imagem de (3, 1) é A34.: 4. porque 4 ¿ata ma 3º linha e 15 coluna 


Бк AAA E 5 "Cl id КГКНЫН АЧЫН ЫЫ 


— a imagem de (3, 2) é .4.3x.:.%,. porque 5' eta vo. 3* Lenha e 2° coluna 


PEA e МАС Т Л О cest 


33.4. DEFINIÇÃO 


Seja: I=(ieN|I<i<n) e J=[jeN|1<j<m) 


Chama-se matriz real de ordem n por m, qualquer função: 


M: IxJ —>R 


33.5. DOMINIO E CONJUNTO-IMAGEM 


33.5.1. Uma matriz de ordem 4 por 3 pode ser dada por seu conjunto imagem: 


аз 332 333 
841 a42 адз 


cujos elementos estáo dispostos em d. linhase З... colunas. 


„зөт, 7 7 7 7 т, 
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Seu domínio é o conjunto IxJ,onde 1={.4 А ЭЧ} е J=(. l А, 3}. 


A ОГИ Ый, у л — $4 9 a o o y ыыы М. Ат A Л 
eM “Ме ы Mee 


A A OO A, J. 


311 312 dim 
Di 2822 ат 
МЕЕ Е 
апі an2 anm 


cujos elementos estão dispostos em y... linhase ууу colunas. 


Seu domínio é o conjunto IxJ, onde: 


Pode-se usar a notação abreviada: 
M = (aij)xxm 


que se lê: “matriz aj; de ordem п por m" ou “matriz M de ordem n por m". 


33.5.3. O domínio da matriz А =(aj)xa é o conjunto IxJ, onde: I={ 4u RL} e 1={.1, А, >}. 
No símbolo aj,i é uma variável que pode assumir os valores FEM n TN e j 6 uma variável que pode as- 
sumir os valores e 3... 


33.6. Uma matriz onde o número de linhas e o número de colunas sáo iguais a n, isto é, de ordem n por п, é chamada 
matriz quadrada de ordem n. 

Numa matriz quadrada a diagonal formada pelos elementos а; com i=j é chamada diagonal principal e a outra 
diagonal da matriz é chamada diagonal secundária. 


33.7. FACA VOCÉ — TAREFA 26 


l. Escrever a matriz de ordem 3 por 2, definida por aij = (C1) - j. 


A matriz deve ter 3 linhas e R colunas. 


E II 


Os elementos da 12 linha são: ayı = CD! - 12-1, ауз = (C! -2--2 
Os elementos da 22 linha sáo: a21 = CAI s i a22 = G0* 2.2 
Os elementos da 3% linha são: азі = ip -1 qas 02: "e 
Entáo, a matriz procurada é: м ы 
T al 
SNC 


A matriz deve ter E linhas e ё, colunas. 
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Os elementos da 12 linha sáo: 


aj 2255 (=j=1)=>2p=4 
a2=1:2 (1%) => a12=2 
RIR 
Os elementos da 22 linha são: a21 = Ados A DEN NERA 
Os elementos da 3? linha são: mi- ji l =) ye ye e 
4 2 
Então, a matriz é: 1202 d 
2 M 
3. Escrever a matriz de ordem 2 por 4, definida por: 
ILES 15 < isj 
ku se 135%] 
O^ elementos da 1º Linha pao 
üo = 1 ) азж. +1, Gis ss! e Guns: -1 
О» elementos da 2º Linha não: 
Qui . = ; Gis. A J Qoy s= £ Aza: = 1 
a rta matus o. EE st 4 
/ 
-1 і О L 
4. Escrever a matriz М = (а) зуз › tal que: 
¡ES se ij 
[9-5 ѕе HE 
On ale mew ^ da LA Lo Ke. ndo : Wise, Gras: 9 € Qiz- H 
On elementos da 2% Lenha não: аз. Ч, Aza: О € Aza „(6 
On A da 3% Lina pao: grs © Gazo V e ña Ó 
3 H 
Gutes, a matriz e: FP Y 
o 
34. IGUALDADE DE MATRIZES 
34.1. Considere as matrizes: 
Io 2 = 3 - 4 
Aa ) e B= 
1 -2 2 Al 


sesssasososovos 


*eseeessseoosoososes.......................................................................... 


portanto aj, + bi, (isto é suficiente para que as funções não sejam iguais). 


DO U doo oue asin Ei CURE GS A OS 
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34.2. As matrizes 


I x 3 ende fatias! € 3.4121 


б РУН КЛЫ Н, ЕЧ Кы УУ ran coro raro АЙЕ ҮЙ "ИЙ М.И ИЙ 


е o domínio de F é: 
lx j onde 1:412} e 3: f 1, 2 3] — DE) + ОФ). 


9esssasocososeseeusoessesesececeseceeocececececcclesssesaosseecoccesseeoovocceedecesehlecvedooc 


Logo, duas matrizes de ordens diferentes náo podem ser iguais. 


34.3. Podemos entáo concluir que duas matrizes de mesma ordem: 
А = (аз) аха e B= (bij) 


sáo iguais se, e sonente se, aj-bij, Vi e Vj. 


A =B <> aj=bi, Wi es Vj 


nxm 


35. MATRIZ TRANSPOSTA 
1 


2 -5 
Considere a matriz A ( 1 ) de ordem R porn 3 ÓN 
3 — 2 
2 


Obtenha, a partir de A, a matriz A”, cujas linhas são as colunas da matriz A. 


E 
АЕ 5 
E E 


СОЕТ 


Esta matriz é chamada matriz transposta da matriz A е é simbolizada por ‘А. 


Pondo: A = (aij); xs e tA = (Dijdaxa 
temos: dj = bi: = ! 
812 7 & b21 = & 
аз = E: 5 b31 =" 9 
аз = 5 bi; = : 
a22 = 2 b22 = {2 
z4 a e 
423 = r e 


istoé, Vi, Vj, aj = 


Podemos, pois, definir: 


nxm 64 matriz “М = (bij) аха» fal que 


A transposta da matriz M = (aij) 


ajzbg, Vi Vj 
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35.1. FACA VOCÉ — TAREFA 27 


1. Sendo £ 73 3 1 x 2 
(+ z @ Eh = x-2 y 1 
2 E rz 


determinar numericamente os elementos da matriz A. 


A igualdade das matrizes implica nas seguintes igualdades: 
a) x - 222 = x... 
b) 3y=3 ==> Hie 
cr aar i => p S 


liu 3 3 
Portanto, A= ( 1 5 
& E 


2. Escreva a matriz А = (ај) зхз , definida por ajsi-j 


Entáo, a transposta de A é: 


Comparando A e sua transposta, temos: 


Uma matriz que tem tal propriedade é chamada matriz anti simétrica. 


3. Escreva a matriz А = (aij), x, , definida por aj-i:j 


1 3 y 
| ç 3 
A= & M 
SIGO NR 
з de de 
Então, a transposta de A é a matriz: vais 
t A au G, Š 
A= 
s 6 S XA 
q ES 


Comparando A e sua transposta, temos: 


Uma matriz que tem tal propriedade é chamada matriz simétrica. 
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Como A é simétrica: 


{ qc Te 1 2 y 
pars S U (e i ) 
y 3 * Á A x 


а) 3-х=2 => Xl 
D T abad 
TX eh). ан 
5. Se a matriz А = ( x yd eet ) é anti simétrica, quais os valores de x, y е2? Complete a matriz А. 
y z 2z+4 


ТАЕ eo E t 
so Me 4 x 
LC OM I Zar! 
Como A é anti simétrica, 


i (T eM - -(2 - x) -х zy 
A=- А => x -1 = pu up te 
y [ ; exta ( 1 к 3 


ж» ecc О 


e portanto, temos as igualdades: 
Ж = É 


^at be ш. Мы mak ЫЫ 


36. ADIÇAO DE MATRIZES 


Considere as matrizes de mesma ordem, 
)] 2 3 3 sf “A 
A= ( ) e B= ( ) 
1 5 -2 2 L Al 


e obtenha uma nova matriz somando os elementos de mesmos índices 
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Esta nova matriz é chamada matriz soma de A e B e será indicada por A + B. 


Podemos, entáo, definir: 


Se A= (aij) 


n O B= (binxm » ento, А + B ё uma matriz C = (cij) 


nxm ? 


tal que, 
cj = ajj + bij ; Vb Mj 


ou 


36.1.1. S "DUE REM M 
.1.1. Sendo xis 2 1)” = 0 1 1 2 1 0 


calcular (A+B)+C e A+(B+C) 


A+Be ( © фе е өе a ңа 
3 ж 1 p. je xd > ct é 
A+B)+C= PEAP SNO RA 
( ) los 3 Ж, коо О ыы айы а. 
o с cq se ea iig. NT 
B+C= + = 

de Va L yw P £ 4 
A+@+O = ( š QR E gi 
3 & d E Xx 9.49 2 


Comparando os dois resultados, podemos concluir que: 


(A+B)+C=A+(B+C) 


isto é, a adição tem a propriedade associativa. 
Atenção: a propriedade não foi demonstrada. Para isso deveríamos tomar matrizes quaisquer e não exemplos, como fi- 
zemos. Julgamos, porém, que as demonstrações são dispensáveis em uma primeira leitura. 
36.1.2. Considere as matrizes A e B do item anterior, e calcule A+B e B * A: 
EA EX M BEE dolo Dal 
$E 1 o dg SR 
л! 
“ы RE ЖАС, УЫ) 
5 4 1 ° & 1 332 


Logo, 


isto é, a adição tem propriedade comutativa. 


83 


36.1.3. Considere a matriz A do item anterior e procure uma matriz E tal que: 


A matriz E é chamada matriz nula de ordem |. &. _. ре. DESEO . A matriz nula é elemento neutro para a 
adição. Podemos indicar E = (0), хз. 


36.1.4. Considere a matriz A e a matriz E do ítem anterior e procure uma matriz A” tal que: 


т p 1 + a b A ( 0 i 
Isto €, j = 
dat ае; оо 0 


A matriz A' ё chamada oposta de А е será representada рог -А. 


o & 
N^ d ) 
“S wes 
Observe que a adição de matrizes, no conjunto de todas as matrizes de mesma ordem, tem as mesmas proprieda- 


des da adição no conjunto dos números reais, isto é, o conjunto das matrizes de mesma ordem e o conjunto dos núme- 
ros reais têm a mesma estrutura em relação à adição (Esta estrutura é chamada grupo comutativo). 


37. MULTIPLICAÇÃO DE UM NÚMERO REAL POR UMA MATRIZ 


ЛЫШЫ! |, 
Considere a matriz А = ( 


i. 3 1 ) e obtenha uma nova matriz, muluplicando todos os seus elementos por 


cd. 
зА= (5 d 


Dada a matriz А = (аз), «m eo número keR, a matriz К.А é a matriz 
B= (bi), cm tal que: * 
bij =k- aj, ММ] 


ou 


38. MULTIPLICACAO DE MATRIZES 


Para definir a multiplicacáo de matrizes, exigiremos que a primeira matriz tenha tantas colunas quantas sáo as 
linhas da segunda matriz. 
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Assim, poderemos multiplicar uma matriz A, de ordem 2X3, por outra B, de ordem 3х4, porque: 


A om X Vv em colunas е B tem ,.. Bo. wem linhas. 
Considerando as matrizes: 
Ө Jeca = 8 8 1 13 
Az sp a B= 6 0 4], С=({7 6 
e 12 S 0 
: А і 2 6 4 +1. © Мб 
D=[6 -1 6), Е=( A Fe ( 
3 9 2 -7 2g d. 1 1 
É possível determinar А.В? 
Dam. » porque А tem .3.. colunase B tem ‚3... linhas. 
(sim ou nào) 
É possível determinar В.А? 
«Maa... » porque ... 8 Era B. eo P ona Atena. A e aca. 


É possível determinar С.Р? 


«Não... » porque Cr Aia a dotem. A t Na 


É possível determinar E - F? 


ma... » porque £ sso: de t cnt E ums p. Lin loan : 


É possível determinar Е.С? 


«Mão... » porque E.. Ata tela mb... Chera... telas. 


38.1. MULTIPLICAÇÃO POR UMA MATRIZ COLUNA 


8 1 4 


9 
) e a matriz coluna Br= 2 
2 6 8 3 


Consideremos a matriz А = ( 


É possível determinar A-B porque |. A tty... co u rs on. t. O kem. 3 tinhas. 


AA ii 


A matriz A-B será uma matriz com número de linhas igual ao de A e número de colunas igual ao de B. Isto é, 
será de ordem APR A . 


DEM 


Logo, temos de determinar apenas 4. elementos: а e Q2. 


O elemento ау, estará па pak zy. Y A......... linha da matriz А · B. Para determiná-lo usaremos apenas a pri- 
meira linha de A, da seguinte forma: 


a11=8-9+1-2+4-3=86 


O elemento az, estará па Atun da linha da matriz А · В. Para determiná-lo usaremos apenas а 


AN A 


sesse ares 
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Assim, A:s-( ) 
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38.2. FACA VOCÉ — TAREFA 28 


Calcule os produtos A-B onde: 


$ 1 4 a 
a) A= e Bs 
2 6 8 3 
O produto será uma matriz de ordem ..... edi 
ац =8- (pH. AO ow 


+++, + sassa nott 


Ns lo 
vs ( e) 
ww EUCH Б е 0o sd 58 


eessesoosasen ^ apnqerenenenes 


AAA 


6 
A:B- 
з=. RS + 604 31 EH ( $} 

8 4 8 
ç) A= e B=| 4 
2 6 8 2 

(Calcule diretamente, sem escrever os cálculos para aji е azı). Ads ( ў ) 

5 


O produto é possível porque 


A matriz produto terá ordem 5 pe^ 4 porque C tem 3 linhas e N tem coluna. 


A X L1 ILLI 


т GA AB : 


ч A A 492 


38.3. MULTIPLICACÁO POR UMA MATRIZ COM MAIS DE UMA COLUNA 


9 =l 


8 Fos Lm 
Considere a matriz A- ( ) e a matriz B=| 2 60 +4 
Aso Pra 3 Ses dia 2 


O produto de A por В é possível porque А tem 3 colunan е B tem 3 ЕК é 


MeesssosssosecssssdessosesoscsssendocescsessosesesovodossessepceSeToccsee rencor ondo 


A matriz A-B teráordem Ё pon Ч porque A tem 2, linhase B Ч colunas. 


A matriz A-B será obtida, coluna por coluna, multiplicando-se a matriz A por cada coluna de B. 


Assim, 
E 86 
A-| 2 |= ( ) como já foi calculado. 
3 54 


86 


Os outros produtos também foram efetuados no ítem 38.2. 


-1 © 8 E 8 
A 6 |= 5g A 0 |= 8 Де а j= te 
3 5 1 & d 2 56 


Estes resultados sáo as 4 colunas da matriz А.В 
86 9 + 
adhi ( 10. 6 9 
54 59 2394 56 


38.4. FACA VOCÉ — TAREFA 29 


2.26 4. 1 49 6 
1. Calcule Е · F, sendo: B e е 
= Ë 24 —1 q 


O produto é possível porque E Eee, Be co oan aste F. toon k. s eo 


mE) 


A ordem de E:F é R. hoa tu. Pe É demo, А binho to E tuna decola чол. 
12 coluna de E-F 22 coluna de E-F 
G b a 1) 6) 
72 8/ Q/ ue q 8) WM R$ 
32 coluna de E: F 42 coluna de E-F 
2 6 9 Ru & 6 6 18 
oU 14) (55 -18 13 ЭЧ 


= Zo 26 24 18 
Então, EF = a£ 29 65 34 


2. Calcule o produto C- E, onde С=| 7 6 e Е = ( ) 


5 0 


AAA To РНЕ ЕРЕН Р ИРЕР РИ РЕР ЕРЕЕН РЕР ЫЫ А ЫЫЫ 


PA УУ А ЛАН АИА АРЫУ ЛИР Can cone none ЕЕЕ ЕИ ЕРЕСЕК ЕРЕК ЕЕ ЫЫЫ ЫЫЫ ЫЫЫ 


Cálculos: 
12 coluna: 22 coluna: 
1 3 E -19 1.3 é 20 
+ C |> V = АЕ 326 : | $ ) = $o 
5 © lo 5 0 30 
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3 2 1 [ha 8 
3. Calcule D · C, onde D=|6 -1 -6 e Est 6 
3 9 2 S O 


D:C é uma matriz de ordem AO edo n porque Ro MUS TERCER TANE n PN gei du COMA ASS. 


(Procure calcular D-C sem escrever os cálculos). 


Rede ka 
р:С= -31 id 
+6 63 


. Considere a matriz А = (а) аха € B= (Ык) x. 


É possível multiplicar А por B? 


ewm... POrque A, d, — xu eO aco ets S. eoo б сал. 
(sim ou nào) “АН 


A matriz А.В tem ordem E E b añ... Porque A tem уу 


ае маны " 8..6 
38.6. Considerando as matrizes a=( ) e Bz| 6 O 4 
2» 355 a8 
> 1 2 
10 68 76 
temos, C=A-B= 
58 24 56 


(veja cálculos no ítem 6.2.). 


Substituindo os elementos de A, B e C por símbolos genéricos, temos: 
A . B = C 
b b 
dj а, а; й 12 Ras "M оң 
б 422 2 Bai Bar bas) = Gas Sar CAO 
bss ^ baa ba 


O elemento 10 da matriz C foi obtido pelos cálculos: 
8-(-1)+1-6+4.3=10 


em símbolos, Abrs + 04а hast aga = Cm 


O elemento су, е. na 4% linhae 4º coluna de C. Para obtê-lo usamos os elementos da 1^ linha де A 


A A e A EA 


e... 


A o A e аас id pto tm 


© coluna de B. 


DAMM 


essent EMT 5... .1..2 


ou, usando o símbolo somatório: 


O elemento cj; está па iésima linhae 4. x MA coluna de C. Para obtê-lo usamos os elementos da b 


AAA PA 


linha de A e FE ¿sima coluna de B. 


Os elementos da i-ésima linha de A sáo: ай лн MIR 


e os elementos da j-ésima coluna de В sao: b b а ba de 
Assim, =s bit Areas. + reca bai... 


ou, em símbolo somatório: > 


сј = Y aik bkj 
k=1 


Observe que i é uma variável que pode assumir os valores 1 ou 2 porque C tem duas... linhas e j pode 
assumir os valores 1, А, qu 3. porque Ç tem tarso. columnas 


A ci К 


No somatório, k varia de 1 a 3 porque A tem 3  linhase B tem 3 colunas. 


38.7. Considere a matriz А = (aik)nxn ° B-(bxj,,,. 


NA A iii 


C11 = а11011 + a17b21 +... . + aınbnı 


Уу, 


Cj = l аук бк, 
к=}, 


coluna de B. Mese mes sumet ПТТ ООО AS 
Os elementos da i-ésima linha de A são: 


a (CR Qs --- ooo c Bin 


(Pr rr rr rr rr КЕККЕ 


bij be buds cst) 
Assim, q^ без bu Ее аге 
ou, em símbolo somatório: а 
Gij = $ a LK b K | 
Kc 


38.8. DEFINIÇÃO 


Dadas as matrizes А -(ak),,, € B=(dxj)z, a matriz produto de А 


por B é a matriz 
C = A: B = (cij) 


mxr 


onde 


ou seja, 
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38.9. PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO DE MATRIZES 


38.9.1. Considere as matrizes: 


Ao Р x (5) С=(1 5 


e calcule (A-B)-C e A-(B-C) 


1 
A-B = ( 
3 з 15 
@-ю-с=(+) o pj = "4 
2 А їо 
se de 3)9 | 37-15 
4 До) 


кво 2 DG 5)-( 9) 


2 d = 1.0 sd 
38.9.2. Sendo: А = ( 3 1)” J = ^ : e = 10 1, 0 
070 1 


temos: L-A 


1. 205-0 
OU L. O 

A matriz Мщ=|......... е , quadrada de ordem пхп, cujos elementos sáo todos nulos, exceto os da 
00 1 


diagonal que sáo iguais a 1, ё chamada matriz identidade de ordem n. 
bij=0 se ij 

In -(bi),,, ^ onde Í 

l bj=1 se i=j 
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Se A é uma matriz de ordem n por m, temos: 


Observação: Uma matriz quadrada de ordem n tal que: а; = 0, se i=j é chamada matriz diagonal de ordem n. 


Exemplo: 


2 IW — 
38.9.3. Considere: Az ( ) e Di [10 4 
3 2 1 1 


ae TOP еб) 


Logo, 


Pode-se provar que V keR, 


Е od 3 -1 1 -1 
38.9.4. Sendo: А = a s a B= E 2 T CHO 4 
1 1 1 5 


calcule A-(B+C) e A-B+A-C 
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Logo, 


3 -1 1 -1 2 1 
38.9.5. Sendo: B=| 2 2\ |, ESO 4 e D = ( ) 
l E 3.9 


calcular (B+C)-D e B-D+C-D 


3 + de cel M =й, 
BCe jd dx о 4 (0 eh 
rM AE $^ 


"| EI -& lo 
(B+C)-D=/ 2 es i) 

& 6 3 =16 

ar Tg mcd "NE 
THE (i ) (8 з) їч -y4 

1 1 e р 

A 21 ES 1 á =: ч 
С.р = о Ч e. Pa TE 

1 5 AO q 


Logo, 


2. 3 <l 2 1 
38.9.6. Sendo: A= e D=(, 3 calcular A-D e Р.А 


2 4 € gs E u 2 
Er ond 


A 0000990 009000009 
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Logo, a multiplicação de matrizes não é comutativa. Em geral, A - D = D - A, mesmo que a ordem permita que se 


efetue os dois produtos. 


1 2 
Considere А = ( ) 


1 O 
38.9.7. Considere A “| ) 
1 0 
T P E н, 
emos: 
O 0 


ex i 
mas, A-B= I. 


о Ө 


Hao 


Esta é uma particularidade do produto de matrizes. Podemos ter produto nulo sem que nenhum dos fatores 


seja nulo. 


39. EXERCICIOS DE REVISÃO 


Sequência 1 


1. ®зсгеуег a matriz de ordem 3 por 3, definida por: | 


aij = 2, se = 


ajj = 0, se 13%] 


2. Escrever a matriz М = (bij) tal que: b; -3i-2j*1; Vi e Yj 
ij)2x3 q ij 


3. Se o número de elementos de uma matriz é primo, o que podemos concluir sobre a ordem da matriz? 


Atencáo: O número de elementos é igual a nxm. 


4. Escrever a matriz de ordem 3 por 2, definida por: 


5. Escrever a matriz de ordem 3 por 3, definida por: 


Sequéncia 2 


2. "5 
1. Sendo А = , determinar AZ. 
5 2 
A= 


2005]: 1 
2. Sendo 22202 e B. ( 3 
2 


3. Sendo А = ( 


L 
° 


° — 
1 
mo w 
tw tn 
E m 
o 
w 


-3 


IER 1; sepe 
l aij =12, se ij 
/ aë = 0, se i=j 
laj=EnÍ-j зе iz) 


) determinar o valor de 2A - B. 
0 
, calcular: a) B:A-2A 
4 2. t 
b) В - B 
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y ges 1 2972 9 з 
4. Sendo А= 3 BS e C=A +B, calcular ў сј: 
2 -3 4 4 3 -4 jar 


Cn 


2 3 
. Dada a matriz a=( ) determinar uma matriz B tal que: A-B- B-A = I3. 
1 -1 


6. Escrever a transposta de A - (ajaxa tal que aj-23j-2i Vi e Vj. 


3 5S 1 1 дез 
7. Serido A= [4 -1 3 e B=|-1 0 3 
0 2 1 1 O 1 


erificar as propriedades da matriz transposta: 

a) (A + B) = A + fp 

b) Uk -A)=k-*A, VkeR d) (fa) = A 

с) *A- B) = p. fA e) NA- В) x 'A- fp 


8. Se А.В éde ordem 3X2 e B-C é de ordem 1x2, qual а ordem de cada matriz, A, B e C? 


9. Resolver as equações matriciais: 


ше 


2x yz 1 
Atenção: Resolver essa equação matricial é o mesmo que resolver o sistema: | = е 
0 2 5 
у (x y ғ) [1 3 <«]=(2 «a 9) 
0-2 1 


= d x 9 
c) = 
1 =2 y 3 
10. Escrever equações matriciais equivalentes aos seguintes sistemas de equações: 


ü p yu 


-х + 2у = 3 
[Е | sa 
b) xt y+z=6 c) Xcbz-2 
M =6 laeta 


40. DETERMINANTES 


Queremos definir uma função, a função determinante, que associa a cada matriz quadrada, um nümero real, 
chamado determinante da matriz. Esta função será útil no capítulo referente a sistemas de equações lineares. 


Seja M o conjunto de todas as matrizes quadradas. Definiremos a função: 
det: M — R 
А —»yzdet A 


(atenção: também podemos denotar det A= | A |) 
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40.1. DETERMINANTE DE UMA MATRIZ 2x2 


6-72 
O determinante da matriz А = ( ) é obtido da diferenga dos produtos das duas diagonais: 


TES 
6 2 det A-6-5- 7-2 
As [X 
2-5 det A= 16 
40.2. FACA VOCÉ — TAREFA 30 
Calcule o determinante de cada matriz. 
-9 2 
s= ) det B= (-9). 5 =- 6- R = 53 
6 5 
3 6 
e«( ) diC= 3.12 =G 6. = 9 
6 12 
311 412 a 
p= ( det D= Ay. Pte ^ Aaa Cia 
a21 “2 


40.3. DETERMINANTE DE UMA MATRIZ 3x3 
Para se obter o determinante de uma matriz de ordem 3 x 3, procede-se do seguinte modo: 
Seja: eg 
A= ( 4 8 
> 0 3 


a) Escreve-se, novamente, as duas primeiras colunas, do lado direito da matriz: 


6 7 are 2 
T 4 817 4 
5 0 31 5 0 


ho^ 6 2 

T 48 * 4 

s o “з 5 “0 
Ma S< Së 


Esses elementos sao multiplicados e somados: 


6-4-3+2-8-5+(-1)-7-0=152 


c) Faz-se o mesmo com a outra diagonal e suas paralelas: 


6 «3 sel 

ALA A 

s^ q^ 3^| s.-0 
uU 7 


5.4-(-1)+0-8-6+3-7-2=22 


d) O determinante da matriz A é a diferenga desses resultados: 
det A = 152 - 22 = 130 
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40.4. FACA VOCÉ — TAREFA 31 


Calcule os determinantes das matrizes: 


NS 
„Ж сз g^ ш 
o “5 5a 105 
>. s ы 
o 14 91.9 ME 
PEA A ed 5 
alt а аз 
or (s a22 o) 
331 232 233 
A 
h e Tes uan T S 
D ж. бын 
^з wow. Ass sz 
— aa EE 
a 


Jose la 1 ЭСА «£6. 1.4 


2-5:6+1.9.3 +1.(-1). t = 


detB- 15 - $0. - 5 


3.(-u9).(-4) + 2.5.5 


S CHOC. € 9. ЕГУ, CORR 


= 15 


+ (-3), (еж) € 


det CENSENT Arc l9» 
DIA OMS Xe + жй oo үң. 
ОЬ ch Aa > MEET 
de Does 


n 


1 


о O 


det E = (ir Q4, 935. +91 9,, 45, «0,401,034 )- (Q3, Arr Qis +32 as Au + Az Ars Ap) 


40.5. DETERMINANTE DE UMA MATRIZ DE ORDEM 4x4 


Consideremos a matriz: 


-1 


= 

л м Os м 

O A м — 
oo 


o determinante da matriz A pode ser obtido da seguinte forma: 
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134 
166 


a) Considera-se o elemento aj; =3 e a matriz que se obtém de A eliminando a linha e a coluna que contém esse ele- 
mento 


6 2 tal 
df df 8 
„р 3 
e toma-se o produto Gl 2 3 
1+1 = 
CD E Е Tm А 
or OS: 


(observe que o expoente de -1 é igual à soma dos dois índices do elemento considerado ay, = 3). 


b) Faz-se o mesmo com cada elemento da primeira linha da matriz A: 


Para o elemento ajz = 2 1: 913 Eq 
1+2 Е 
ED” -2 -det К 4 s) БЕ NE E EE A 
0110 3 
Para а;з = 1 Ts 1 é -i 
UE RA E I "M MM 
© 595 


Para a=... 


1+4 4 А 45 
(-1) ЕТЕ + х )-сра сз). 30 


Os о 
c) O determinante da matriz A é a soma dos resultados assim obtidos: 


AMALIA ЗЫ SRA, 


40.6. FACA VOCÉ — TAREFA 32 


1. Calcular det B, sendo В = 


CO Uu) US 

Ny» mta 

N н + 
— 


Para аџ = 1: ыд Ы det if 6 T = CS 
Para ауз = 5: (uy 5. det Ñ . tá 7 
i 
3 


O 
Para 31324: o q. det 5 
3 


À - \ 
a s: 84 
os 3 
1+4 
Para ają = –1: En) a = det 3 1 1 O 
3 og say 
aras М 
deep = RS - 15-94-3493 - - 133 
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2 FA 2 
2. Calcular det C, sendo C = н : ge : 
1 2 0i n 
+4 y і 5 
ana О CIC goce det М 2 = @ q 
э n 
vex, O 1 
Taro. ац, = 9 cM E DE Фа = - 15 
| O, gaids š fe 
1 1 


Para Res. EE prem De 


Fagus Giu = Eee. E det E : ; aod 


deb Us RA t4 c Lu о б 


2 4 3 
3. Calcular o determinante da matriz D = [ 1 1 ) 


— ео... 


Para аџ = 2: (-1)1*1.2.аеі ( Jr 

Para a17=4: Cy a det ( TC EU 
3 1 

Para аз = 3: (1) 8€ з: Ed 1)=-12 
30-1 


Observacáo: A regra descrita para o cálculo do determinante de uma matriz 4X4 é a regra geral para o cálculo do determinante de 
qualquer matriz de ordem nxn. 


40.7. COFATOR DE UM ELEMENTO, aij, DE UMA MATRIZ 


Cofator do elemento aj de uma matriz é o produto de (Epi pelo 


determinante da matriz que se obtém eliminando a i-ésima linha e j-ésima 
coluna da matriz dada. 
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Sendo Az 


о cofator do elemento азз = 5 da matriz A será denotado A33 


DD 


Ll R 
A23 = (1)? ? . det Ж ) — e 
Do mesmo modo, 


3*3 
Ass = CO" ae (: z ) = 2.5... 
3 1 
Observando o cálculo da matriz 4х4 do ítem 40.5., podemos dizer que o determinante da matriz А ёа 
soma dos produtos dos elementos da . LTS NAT: AA linha dos respectivos  cofatone о desses elementos. 


A O O ...... 


Isto é, 
det A = a4,A,, + ас. Arz + Qs. Ass + M А 14 = 
-3:10*2.(-19) * 1.4 * 4.360 = 38% 
40.8. DEFINIÇÃO 
Seja A = (aij), yn - Então, 


detA=a;, se n=1 


n 
det A =) ajAjj, se nol 
j=1 


40.9. TEOREMA DE LAPLACE 


А soma dos produtos dos elementos de uma linha qualquer de uma matriz 
por seus respectivos cofatores é igual ao determinante da matriz. 


Vocé pode verificar este teorema, calculando o determinante da matriz A. 


a) Pela definição, 
det A=a;, А; + 212A32 + a13AÀ13 


SG 2pm 7: (1 d 2-6 


е 


цэ 2 ` 
a,2 À12 = EC à . det зы E 


NETTE det (3 aL = 
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b) Calculemos a soma dos produtos dos elementos da segunda linha por seus respectivos cofatores: 


a21 Ау + 222422 + 273423 


A det (7 injecta 
1 ex 


аз -Ау= 3. 
a22 A= d ( ps det aê "AT i 
EA =} 
323 *À237 5 (empor: det 1 Ark gb {Б 
Arn y 
A 


аз1Аз + 222422 + аззАзз 7 .... 


c) Calculando com os elementos da terceira linha: 
431À31 + аз: Аз + 233433 


a31 À317 ©. сы dedi pé Ss 
1 5 
a32 As = À. Cai eX. det ( : 
31 5 


a33 ^ Ass =(- 1) AIT. tel E 
A" 


a31A31 + 432À32 + ass Ass = 1,9... = det A 


temos: 
Este teorema é de grande utilidade no cálculo de determinantes, pois gragas a ele podemos escolher a linha cujos 
elementos têm menor valor absoluto ou, a linha que tem maior número de zeros. A demonstração deste teorema está 


além do nível deste curso. 


40.10. FACA VOCÉ — TAREFA 33 


Calcule os determinantes, escolhendo qualquer linha da matriz para o cálculo: 


9.5 1 
a) A= (a 0 3 
і ck d 

Co. Co Ca. ndo 


Hai (=з. Gq dr: ah ij du 


"ric Waz: os O as det (2 Е о 


-4 ы 
EU. В q к 


com ол elementos da ^t DARA Lenha, У ё, жум. 


Az x 


ааз . Pas s 
155 


det À - 18 
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279. 35 
»a- (9 0 0 
EIA A 


Calulando com o^ Ce Ае оз da лоо nda tenha vem: 


TER e a 


7o 
ban. Bra + О. Ba. s Ati < delor б 
bas. Dis < 0. Ma x75 


© t кю 
^o © 
г 


Ca болбо ae pra da terceira lea ve: 
° ; 
Cup Lar d dd o aet S) 


Cad vay o, О. а 


UU NP os PERI" IE РЕЈ d. т de cdd + Su 
| Š 7 


da €. 5 & 
2 3 5r 3 
je Ss c^ em 
Wn M x ухо 5 
4 0 4-6 
Сабы бело cora оо ¿lea css kos do quarta bina, ме ухх : 
duy. Dua. 4. T ек € = :) с 3260 
ож 15 
dar. DIE O. Usa z o, 
& 3 3 
й аа. Dua. Y, Cure аек C 5 y) z =. $ G 
К са 5 
dus л аца. 165 беа pi obaloa bi лааз 
з ( а и = -RG 
ЖЫЛ 
det D 490% Y 
ї 9520 
"EI wm 
"ETICA 4 3 
1.5 16 wl 


Ce Cute лбе сб» on 2rlementon da mg und a Lenta 


ca. En Urca da (i 2 А ғ О 


; Vem : 


amc 


Е 5 CV 
Єз ERR a OCR DE v 


tas. Eas. o wm det E E ¿> ug 
6 ` 


бач. Ё ач а PO 
det E -48 
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41. PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES 


41.1. Seja: PR 
A-|-31 0 3 det A = б. 


Entáo, det A = det tA 


Podemos enunciar a propriedade: 


O determinante de uma matriz é igual ao determinante de sua transposta. 


Observação: Em virtude desta propriedade, em toda teoria dos determinantes, não será necessário distinguir linhas e 
colunas, pois tudo o que é verdade para as linhas da matriz A, é verdade para as colunas de tA. 


0 0 0 0 
3 2 5 g 
41.2. Se: Bal go 2.-—L.3 2 det B= 0. 
1 8 ka А 
1 -1 3^ gun 
0 
Se: C=|0 det С = де ‘С = О, 
0 
Se uma matriz tem uma linha ou uma coluna de zeros, seu determinante é nulo. 
15 1 
41.3. Considere a matriz A=|-1 0 3 cujo determinante, já calculado no ítem 41.1., é det A =. e. 
i 1 1911 


Considere agora a matriz B, obtida de A, trocando entre sí as linhas 2 e 3. 


ID 


Assim, det A =- det B 


Isto ocorre sempre que se troca entre sí os lugares de duas linhas (ou colunas). 


Dada a matriz A = (aij), xn» O determinante da matriz B que se obtém de A, 


trocando entre sí os lugares de duas linhas (ou colunas), é bes ao determinante 
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41.4. Considere as matrizes: 


SS Eje 
A=[| 1 1 2 B= я 
y A 3 1 S e g 
2 К ,=2- 3 
det A = Q... det B = о... 


Para que vocé entenda estes resultados, escreva a matriz A' que se obtém de A trocando os lugares das colunas 1 e 2: 


TN RE 

A'z (i 1 3 => А = A’ => det А = det A” 
+ SD 4$ 

Escreva a matriz B' que se obtém de B trocando os lugares das linhas 1 e 4: 


REM ЭШЕ 
В= ра + 5 |== B= —Pdd =. ш, 
3 \ 5 I 
mo X4. 3 
Mas pela propriedade do ítem 41.3.: 
det A = -det A” e det B = -det B' 
Assim, temos: det A = det А’ = -det А’ == det A = 0 


det B=de.2) = debo? => det B =0 


Se uma matriz tem duas linhas ou duas colunas iguais, seu determinante é nulo. 


41.5. Considere a matriz: 2. "3 5 
A=|-1 4 3 
15 + le dl 


Escreva a matriz B, obtida de A, multiplicando a primeira linha por um número qualquer, k. 


Jk aK 56 
Bul. EE. A 
RE x 


Calculando os determinantes: 


Entáo, det B = K.. det A 


Temos a propriedade: 


Multiplicando-se uma linha (ou coluna) de uma matriz A, por uma constante 
keR, seu determinante fica multiplicado por К. 


41.6. Considere as matrizes: 


а tb; аз +6, atb a а; аз b; b bs 
a 3 1 -1 zt 1 +) cl 1 -1 
4 2 5 4 2 Hj 4 2 5 
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e calcule os determinantes desenvolvendo pela primeira linha: 


det B = 7а, + (-195 Gt Qs 


ФОС = 9) Баз ba 


det Bt det C=7(a1 + o. )* (C19) Cou t DA ьш L a, £i) 


Portanto, 


Se uma matriz A é tal que a i-ésima linha é dada por aj = bij + су, então 
seu determinante é igual à soma dos determinantes de duas matrizes: a primeira 
obtida de А, substituindo a i-ésima linha pelos elementos bij, e a segunda 
obtida de A, substituindo a i-ésima linha pelos elementos су. 


41.7. FACA VOCÉ — TAREFA 34 
Seja: ац a12 a13 a14 
ka a21 a22 a23 a24 
b31 + сз  b32*032 b33 + сэз b34 + C34 
241 242 243 244 


Desenvolvendo pelos elementos да 32 linha, vem: 


an аз 214 Qu 


Ais ач 
det A = (b31 + c31) · det | 22. 


das Qas- (Ыз, ус») cdet[ Gr азал Gas + 


Оца Qua @чч Qui Gus Asy 


Am Giz am Am Art Arz 
* (bas Cap)" det Qui Gir Qual o (озат сэл). * det Azi Qa 43 
Ayi ача Quy Qa ач, 2% 


As matrizes de que fala а propriedade do ítem 41.6. são: 


An Qi. Qia ач an Qua Qu 5а 

а Q. X4 Lar а a A ay 
B= £1 Qin Arz ° Є = La 23 

by) baa bas bis A cha Coy C3 

Qui Qua Gus Quy а ч 


ara ач» Quy 


Calculando seus determinantes, também pelos elementos da 32 linha, vem: 


ата 015. 914 атм о; а 
det В = зі °` det| azz ars агч - bag - det Ari Qus а4ч + 

Q4, Qua Quy Qui Qus Quy 

Qiu Gia au а ага; 

е b33 edet | 42, a ary - Day det| az, Qu 025 

Qui Qua au Qui Qua Q43 
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Ara Qizg Чач Qu Q5 Qi 
det С = c3; - det 


Qa. Ars Qay Cay del ааг Az QAM T 
Qua Gus Quy Ay1 Qua ачч 
` ац Giz Qui Qu Qiz Arg 
“зу "Dar "ax аа ^ ңа RD RO 
бау, Qua Aus Qui ача Qu 
Portanto, detB*detC- del À 
3 IS 
41.8. Considere a matriz: At; EE 8 
5 iS | 


Uma combinação linear das linhas 2 e 3 da matriz A, é um conjunto de trés elementos obtidos da seguinte forma: 
а - (22 linha) + 8 - (32 linha), а, geR 
a. (7, -1, 8) + 8- (5, 1, 1) 
Assim, fazendo «=2 e B = -3, temos a seguinte combinação linear: 
(2-7 +(-3)-5, 2- (C1) + (-3) - 1, 2-8 + (3): 1) 
isto é, (-1, -5, 13) 


41.9. FACA VOCÉ — TAREFA 35 


a) Dê outros valores a a e ÜB e obtenha uma nova combinação linear das linhas 2 e 3 da matriz A do ítem anterior. 


a- 3. B- Ч. ( рол exemplo) 
(3.7. 4.5, MEDA Чыч: ,9.9 * 4.1) 
ai ар +2... cur НУ 
b) Obtenha uma combinação linear das linhas 1 e 3 da matriz А: 
о · (12 linha) + [8 - (32 linha) 
- 3. s- U C pon cxtmplo) 


isto é, (89, +, 19 
c) Obtenha uma combinação linear das linhas 1, 2 e 3 da matriz A: 


G (12 linha) + 8 - (22 linha) + y : (32 linha) 


e calcule: ДЕА = 66 


m 
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€) Escreva uma matriz „С, obtida de A substituindo a 32 linha por uma combinação linear qualquer das linhas 1 e 2: 


a 3 1 po^ Cx tvo plo : 
сЕ AR de - 1 @ 2 
и =з 13 
(С 84 41) 
e calcule: det A - sec 
"eT oq. 
41 а», аз 
41.10. Seja: D = 321 422 323 
431 332 da 
uma combinação linear das linhas 2 e 3 é um conjunto: 
(ааз, + Ваз, Arata» dist. (йаз. 


Escreva a matriz E, obtida de D substituindo a 12 linha, por esta combinação linear das linhas 2 e 3. 


«азу tazı DIVER CT EYI Ars. tar 3 
E= 321 Qz Qua 
831 0,3% „A33 


Aplicando a propriedade do ítem 41.6., podemos escrever: 


Qazi Qaz dq; Bas, Casa Bass 
det E = det Az Qaa 0.23 + det Azi Gar Q. 
аз аза азу Q3 Q3} Aza 


Aplicando а propriedade do ítem 41.5., podemos escrever: 


az Aar Gas Q3, O32 das 
det E-a-det| Azı ara аль) +0 .detlaz arı ars 
Q31 аз: оз» азр аза 253 


Aplicando a propriedade do ítem 41.4., podemos escrever: 


Temos, entáo, a propriedade: 


Se uma matriz A tem uma linha (ou — que é combinação linear de 
outras linhas (ou colunas), então: 


det A - 0 


41.11. TEOREMA DE CAUCHY 


3 2 1 3 
Considere a matriz: A = ( 5- 1 7 e calcule ) aij Ар; 
Мп E j=1 


isto é, a soma dos produtos dos elementos da 12 linha pelos cofatores da 22 linha 
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Ра 


o | 
as At 212 - Aga + 213 · Aga = 3 + (-1)2 *! - det š ,) + E - det a ! ) + 


ү 
+ A CY, det fe z) a 


Sta Ж үз О 


Compare o cálculo feito, com o desenvolvimento, pelos elementos da segunda linha, do determinante da matriz. 


3 c 
ВЕ 2 7T 
J 3 2 


+ 2 1 1 t+3 3 
wpne ah? De uum (2 1) ria 1) 


O resultado tem que ser zero porque q, no has. D. Lame de oa АВА 


Entáo, podemos enunciar o teorema de Cauchy: 


41.12. TEOREMA DE JACOBI 


3 21 
Considere a matriz: А=|5 -1 7 


escolhendo, e= 1. e Ba 22 А l po^ exempto). 


temos: ( $4519 


cueca " — dVescosccchocecesosen  — asssscosocecceccoces 


isto é, ( 8 s-1 |, 452) 


Escreva a matriz B, obtida de A, substituindo a terceira linha por esta soma da terceira linha com uma combinação 


linear das linhas 1 e 2: 


с r 3 
B= 3$. A A 
E 1 
Calcule: det A = -59 
det В = -59 
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e portanto pela propriedade do ítem 41.6. vem: 


Зы 439 3 R- 
det B - det 6 t таб -1 à 
1 3 2 PES 


Mas, a matriz do segundo termo da soma 


A 
-4 
t cu ds 
tem determinante zero porque a terceira linha é AIMAR ca g. E Ah. daa а dt. 55 


. (usando a propriedade do ítem 41.8.) 


Logo, temos det B = det A 


Podemos, entáo, enunciar o teorema de Jacobi: 


Se adicionarmos aos elementos de uma linha (ou coluna) de uma matriz A, 
qualquer combinação linear de outras linhas (ou colunas), o determinante da 
nova matriz é igual ao determinante de A. 


41.13. Considere as matrizes: 


2 -1 3 = 2 
AztO | 1 e B=| 4 0 
-2 0 3 -2 15 
СРЕЗЕ. 
Calculando ABS jr =D UE 
WE -$. 1 
temos: 
e portanto: 


O determinante do produto de duas matrizes é igual ao produto dos determi- 
nantes das matrizes.. ` 


42. EXERCÍCIOS DE REVISAO 
Sequéncia 1 


1. Calcule os seguintes determinantes, usando a definição: 


1 2 p stes] "Í 
a) det b)det|-1 0 3 c) det 
TW E 3 
1, A 1 
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= mU у 
ю с 
t2 


-1 


2. Calcule os determinantes, usando qualquer técnica: 


X-y X 
a) det | 2 -1 7 b) det ( ) 
4 i 49 у-х y 
da 4 -1 nxor dll 
co det |3 6 2 d) det | -2 1 4 
4" 8-3 f 3-92 


3. Calcule os determinantes, sem desenvolver: 


2 3 2 1 
3 0 
di Lo PU TO b) det[ 2 1 0 
iii: E E TR Ta i 
бзр 441 od 
4 0 4 5 
b a-b a 1:21 77 
с) det {ë b-c b d) det | 2 4 8 
a c=á c r E 
do ES 
4. Sendo A= |-1 0 3 calcule det A, desenvolvendo pela 12, pela 22 e pela 32 linha, para verificar o teorema de 
1 1 -1 
Laplace. 
Sequéncia 2 


1. Complete a matriz de modo que seu determinante seja 1. 


2. Complete a matriz do exercício anterior de modo que seu determinante seja cos (a + b). 


3. Demonstre que: 


1 log, a 
det 20 
log, b 1 
4. Resolva as equações: 
2 3 R 
а) dt|4 1 0 | =0 
X 050 52 
2 2 3 x 
De A X X 3 
b) det =й | 2 F 0 с) det| 1 108,3  log36] =0 
а. 4278 
7 5 12 
х m 55 
5. Determine о valor de m para que a equação det| 2 х 1 | =0 admita soluções reais. 
35 + 2 = W 
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6. Resolva a equação, usando as propriedades dos determinantes: det 


x 
- ha 
o hum 


cos 2а costa sen?a 
7. Prove, aplicando as propriedades dos determinantes, que: det E 2b cos?b  sen?b | =0 


cos 2c  cos?c  sen?c 
Sequéncia 3 
1. Determine o cofator de ау; na matriz A = (ajj)3xņ, tal que: aj=i-j, Vi e Vj. 


2. Determine os cofatores de todos os elementos da matriz A = (aij)əx2, tal que: a=2i-3j, Vi e Vj. 


3. Escreva uma matriz A de 32 ordem, tal que: 


-1 2 £ 2 1 -1 
a) det 2-20 ( )-s« ( )tsem ) 

0 3 1.3 1 0 

dos 1-2 1 -1 
b) det A = 1: det + 1:det + 2 + det 

03 13 1 0 


43. INVERSAO DE MATRIZES 


1 
43.1. Considere a matriz А = ( 


2 B cy 
e procure uma matriz В = ( , tal que: 
S <l Z w 


isto é, 


Efetuando o produto: 


e pela igualdade de matrizes: 


1-x+2-z= 
dora 20 
Aa wt £1 
Resolvendo o sistema temos: 
1 A 
E; + 
В= Т,” , 592 
:3: HE 
+ 3 


Com este resultado, calcule 


Assim, A-B=B-A=I 
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43.2. DEFINIÇÃO 


Simbolizaremos a matriz inversa de A, quando existir, por A”. 


Assim, А-А = А.А =1 


43.3. FACA VOCÉ — TAREFA 36 


1. Determine a matriz inversa, se existir, de: 


1-x+3-z=1 
* `) ( De Ë н "m [A ET 
TOW Me wA, NB Т Ipse 


dept Bos i 


Р сЁ в 
=> Al = 
que 


2. Determine a matriz inversa, se existir, de: 


3. Determine a matriz inversa, se existir, de: 


Оол КЄ. ado ttma po Lu cao. 


` » -1 
nao exco kt A 
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2 3. 2 


4. Determine a matriz inversa, se existir, de: T X 1 
qns 


ac y Hae. 


‚ре E 1 

X1 х2 Хз E00 ТЕЧ 3 
2.3 2 уу Ya y3]=|/0 1 0 | => 45 um 
4 7 5 Z1 Z4 Z3, 0 0 1 D 


Ads Lt. 


£X 3 


VN Tt Rake L 


CA A б B МЕ ves te ss: 


zx 1 a. zl 
MEN" 

SE X o 

га = 1 


Observação: O exercício 3 mostra que nem toda matriz quadrada é inversível. 


1 
о 
о 


AY Puy «А33 = 
xi 3 1753 z 


Xx a 


we OU OU 


RETI туте. 


О exercício 4 mostra que a técnica de inverter matrizes resolvendo sistemas de equações pode-se tornar muito incómoda. 


43.4. MATRIZ — COFATOR DE UMA MATRIZ DADA 


15552 
43.4.1. Considere a matriz А = ^ | e escreva a matriz B=(b;j)x, tal que: bij = Aij. 


bii - (-1)! ELA det (-1) =-1 bi, = En? - det ( 3 ) - m 
ba =D - det ( 2 ) = жй 22 = rem dat 
B= (1 3) 
=< 1 
DL 
43.4.2. Considere agora a matriz A=| 5 2 1 | eescreva В = (Dijdaxa tal que: bij= Aj. 

Зз. Те 

žy q R+3 
b = CD: «de ( ET bos = (- ATL 

1 = C1) үз: заара) - het dor 


$i 
bia CD? -det ( )- 


bis = tT ad ( | die d. 


24 | bs2 
da = (a) dk ES Y je 
iot) as y з. тые зз 
l1. x1 
B= j -9 5 
ew (q -f 
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bar = (-,)?*! - det E us D 


чи 


o de £ TFN 


C ue TEE А 


A matriz B é a matriz — cofator de A, em ambos os casos. Assim, podemos definir: 


Dada a matriz quadrada А = (2j), , chama-se matriz — cofator de А, a matriz 
B = (bij), cujos elementos são os cofatores dos elementos correspondentes de A. 


B=cofA<>bj= A... 


43.5. Considere a matriz A do ítem anterior: 


12-12 
As[5 2 
Sa I. À 
e a respectiva matriz cofator 
15 525-4 
cM ATBSpL.-R Re 
eu iau 
Calcule agora a matriz Lal i 
i 6 y Жыл... 
С= . tp = Eee 
lr cc 
uh o a 
Efetuando o produto 
1-23 Na ape тело | ee 
AC (5. 2 M detis )= СИЯ 
UT Ks дс ЗЕ та жр ск o o -6 Bo! 
Do mesmo modo, 
1 1 { ең bsta fo o 
ve ps st CHAUD Cr Б d 
= t$ X о Ө 
Portanto, a matriz С ёа LN xt. ^o... de A, porque satisfaz 
A-C=C:A=I 
: ea ME 
zn br ыйар Ced 
Pu COT WM 
a PAL d 
M noe o 
DE udo s EUM с 
ou seja: 


43.6. EXISTÉNCIA DA MATRIZ INVERSA 


Dada uma matriz quadrada A-(aj),, se det A = 0, então existe a inversa 
de A e esta é dada por: 


At fear 
det A ( ) 
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Este teorema é válido para uma matriz quadrada de ordem n. Faremos a demonstração apenas para ordem 3, 
porque para os outros casos a demonstração é idêntica. 


азу а; а;3 
Considere A= a21 a22 423 


431 2332 333 


Au Au Au Au Aa As 
> t = 
e cofA= Ao du do (cof А)= | Az As Au 
Aa Аза Az Ria Ras Аз 
Qu Az 9,4 ñ. Аг, А, 
Logo, As (cof A) = Gar Gra Aas) | Aiz Ara Asa = 


аз. 04405 As Аг; Аз 


аА + 212412 + 213Aj3 Aa Aana Quizu aQ z s Quais tin Aant s A2 
=| Qu But Акъ Алакай Lai autos t AAA „аЙ. дадә 
Qa Aus Q aa Ai s Qaa A Qalla Qasa aya Qan Аазам. Dart эд 34 * 43А» 


Temos, observando os elementos da diagonal, 
аА + a12A12 + a13A13 = det A 


Para os outros elementos temos, por exemplo, 


a11A21 + 212422 + a13 Aza =O 


pelo teorema de Cauchy. Do mesmo modo, 


a11A31 + 212432 + 213433 = 


I 
о 


det А 0 0 
Logo, A. Go A= 0.0 аа р. 
РБИЕ МИГ 
det А 0 0 
1 + 1 
Portanto, А · | — “(cof AJ] = —— о =] 
É A ( | det A w........ det A ROB 
m. = E 9.7 
Do mesmo modo se prova que: | l t(cof A) | - A М 
det A 
Logo, At= _1_ tora c.q.d. 
g A (cof A) q 
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43.7. UNICIDADE DA MATRIZ INVERSA. 
Suponha que uma matriz A tenha duas inversas, B e P’. Isto é, 
A-B=B-A=I 
A-B=B-A=I 
Vamos demonstrar que isto não é possível, isto é, se isto ocorrer então devemos ter B = B'. 
Considere uma das igualdades da hipótese, por exemplo, А ·В = 1 e multiplique ambos os membros, à esquerda, 
pa ci B'-(A-B)- B-I 
Aplique a propriedade associativa ao primeiro membro: 
(B -A)-B=B'-I 
Substitua o parênteses pelo resultado dado pela hipótese: 
3 d dm i 
Logo сото I-B=.B. e B'-I= › temos, В=. c.q.d. 


43.8. “Uma matriz quadrada A ё inversível => det A = 0. 


O teorema da existência, ítem 43.6., já provou que se det A + 0,-епідо existe a inversa de A. 


De fato, se existe Al, = I 


e, aplicando a propriedade do ítem 41.13. 


det A - d k. A... 7-4. 


=> [etas | 


e ainda mais 


43.9. FACA VOCÉ — TAREFA 37 


4 7 1 2 
1. Seja a- ( ) e s= ( P Determine a matriz X talque A-X=B. 
2 3 3 -1 


Temos: | det À = -~ R. F0 — 3 A! 


e usando a propriedade associativa, CAS X y X xq AZ. .B 
=> XA 
- + 
Calculando A! -- 3 ) 
AN ЖШШЕ. 
= E -13 
e multiplicando, 1 © d ceni = » e ie 
sË. AR 4 3 = mA. Não -@ -5 Y 
x те 
-5 ц 
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3—5 29 51. 43 
2. Seja SN = + Determine a matriz X. 
2 10 20 10 


1-5 1 2 
3. Seja X- 4% = Determine a matriz X. 
1 


1-5 1 2 
Chamando А = е B= temos X-A=B 
4 1 O! 


Multiplicando ambos os membros, á direita, por AR vem: 


DN 


e usando a propriedade associativa: 


бза: A ( Ñ ` 
- i 


=19 


TOMTOM 
19 13 
E- =< Ab 
19 19 


44. EXERCÍCIOS DE REVISAO 
Sequéncia 1 


. Verifique se as seguintes matrizes admitem inversa e calcular a inversa quando existir. 


J 3- 4 
ros E 
2- 6. 8 2141 -1 


[e 


E ¿|> 


я 
2. Sendo A=| 2 1 -1), calcule det AÍ. 
3 


3. Sendo А = , calcule det AÍ. 


1 

- 
Rosy 
= =e t 


Sequéncia 2 


1. Supondo A e B matrizes inversíveis, exprima X em função de A e B, justificando todas as passagens, nos seguintes casos: 


a) X-A=B М b) X- (A+ В) =1 
С) A-X+B=A d) 2A-X-A 


2. Resolva as seguintes equações matriciais: 


-1 1 -1 -1 
1 2 8 0 3 4 1 2 3 1 0 0 
co) X- 1-1 0 2]s 0 5 d) X-|-1 0 ad O À 
о = 1 1 -1 1 0 =t 3 0:0. 4 


3 -1 2 
uc ubi ecl 225 GS à 1.3 3 
a X-|-2 1 3]- b) “ЖР E 
y u^ > EA $9 ds BoA 0 
9 9 6 


zl 2 1 ra? ЕІ 47^ * 
o) Xx +» = d) “Ж ^= 
0 2 2 1 0-2 QUT 
2^ ; x 3 
4. Dada a equação matricial: ) 
1, 35 y -4 


a) Resolva a equação por inversão de matrizes. 
b) Escreva o sistema de equações equivalentes. 


x 
c) Verifique que os elementos da matriz ( ) são as soluções do sistema. 
Y 


x + 2y = 10 


5. Dado o sistema de equações: 
3x + 4у = 8 


a) Escreva а equação matricial equivalente. 
b) Determine as soluções de sistema, resolvendo a equação matricial. 


x- yt z--2 


6. Dado o sistema de equações: ; x - 2y - 2z=-1 resolva o sistema, resolvendo a equação matricial equivalente. 


det yt3z= 1 


7. Resolva os seguintes sistemas, por inversão de matrizes: 


DR ges Ins 
a) \ a b) )3x-5y=3 
[2х = Зу =- х+у+22=5 
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SISTEMAS DE EQUACÓES 
capítulo LINEARES 


45. PRELIMINARES 


45.1. As seguintes equações: 
3x + 1=0 


1 - = 
[ges 2y y 


sl. 
2x t 4y - 32 = 2 


são equações lineares porque cada termo é um monómio do 19 grau. 


Responda sim ou não para as seguintes equações indicando se são ou não lineares. 


a) x+y+3z=2 (Sim) f) 2x- y+4z=0 б) 
b) x? + 2y = 4 ^ " 
) y (Nao) ай эз ез, (não) 
с)х+у=./2 (não) 
d) log x = y ( 79) ix 5x. x +5x,=0 (Sim) 
е) Зх - i =Z (Sim) i) xy + yz=4 (mao) (Atenção!) 
Definição: 


Uma equação linear a n incógnitas é uma equação da forma: 


4X, tax, +... tanXn=b 


a1, a2,- .., аһ São números reais chamados coeficientes da equação; x,, X;,,..., Xp São as incógnitas e b é um 
número real chamado termo independente. 


Se b=0, a equação linear é chamada homogénea. 


As equações lineares homogéneas que se encontram na lista de a) a i) são: 


1) 3x - + =z 
cujos coeficientes são: a, =3, а, = - dr- dg s". h 
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2)2x- Ly t 42-0 
cujos coeficientes são: Q, = E unu x 
У y 


о таванне неанваванананеенана 


men 


45.2. SOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO LINEAR 


a) Considerando a equação linear 2x + 3y=1 


o par ordenado (2, -1) é uma solução da equação porque fazendo x = 2 e y = -1 temos a identidade 2-2 + 3 - (-1)= 1. 


Encontre mais trés pares ordenados que também sejam soluções da equação: 


b) Verifique quais das seguintes quádruplas ordenadas são soluções da equação: 


2x - y + 3z - 2w = 1. 
de 5: С одре, ктен ыг Ө" 
(1, 1,3, 3) (1,4,1,0 (5, -,5,5) 0,-1,- $, 5). 
Quádruplas que são soluções da equação: 


“Definição: 


Uma solução da equação linear a п incógnitas: 


ax tax, +t...tanXn=b 


é uma n-upla ordenada de números reais (Gi, 05, . . . , Gn), que verifica a 
igualdade: 


3,0; taça t... t apap = b 


45.3. a) Considere o sistema de equações lineares: | x+ 2y = 10 
[зх + 4у = 8 


Verifique quais dos seguintes pares são soluções da primeira equação, e quais são soluções da segunda: 


2,4) Lolucao da it equação. ms 
(4,5) solução da Rt equação аан 
G, 1) mão £ polucao new dal? men da 2º | 
(12, 11) Ao s Še > da At & K` BREIBTAM.2.2288A3U1J 
(4,3) não t лобу Re nem da 15 mtm da ato 
C47) десе da 1* equação. л. 


Vemos que (-12, 11) é solução comum às duas equações dadas. Então (-12, 11) é solução do sistema. 
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b) Considere o sistema: | x+ yt3zz2 
2x - Зу - 222-3 
E -2y- z=1 


Considere o valor de x dado pela primeira equação: x= Rea. RR 


e substitua nas outras duas equacóes: 


2 ois Eden A 
52525...) - Mata 
Temos o sistema a duas incógnitas: | E m TOC 
| араа. coo ECC | 


que resolvido dá y- 3 , z- SIE 


Calculando o valor de x pela primeira equação vem: x= A A +14 2 8 


2.1.) é uma solução do sistema. 


Portanto, o terno ordenado: ( a j 


45.4. DEFINIÇÃO 


Chama-se sistema linear, qualquer conjunto de т equações lineares a n 
incógnitas. 


аз Tax) t... 21nXn =b, 


cada elemento а; representa o coeficiente da j-ésima incógnita, na i-ésima equação. 


Assim, азз é coeficiente de x; па 22 equação. 


asa é OE itd, А ыл „Хм te cao 
das é AO eis Rod а на Abe e eo CÃO 


Se b;=0, Vi, o sistema é chamado homogéneo. 


45.5. DEFINIÇÃO 


Uma solução de um sistema linear de m equações a п incógnitas é qualquer 


n-upla ordenada de números reais (оу, аз, ..., ол), que é solução de todas 
as m equações. 


46. SISTEMAS LINEARES E MATRIZES 


46.1. Considere o sistema: | 2x- 3y+ z=-1 
xt2y- z=3 
Ax tayt 22:15 
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Podemos associar a esse sistema as seguintes matrizes: 


2 3 1 
A=| 1 2€" = 
4 1 2 


2 3 r-a 


d 3,5 
dos coeficientes e do termo independente, chamada matriz completa do sistema. 


Considere agora, a seguinte equação matricial: 


2 -3 1 x -1 
1 2 -1 "n 3 
4 1 2 7 5 


Efetuando o produto indicado no primeiro membro vem: 


En dy еш 


-1 
X + 2 = a = 3 
Жж E + t y 5 
e, pela igualdade das matrizes, temos o sistema: | 


que é o sistema dado inicialmente. 


Assim, concluímos que, dado um sistema de equações lineares, podemos escrever a equação matricial A-X=B 


onde: A é a matriz de mtb 


rr rro rr rre... 


AAA 7 5  setssossososssssessessssssessececedeosusesecesesonscoseseseseoseoes 


46.2. FACA VOCÉ — TAREFA 38 
1. Escreva as diversas matrizes associadas ao sistema: 
XE 
2x - Зу - 2z- -3 
| 3x-2y- z=1 


miS x 

a) Matriz do sistema: A= 279. UM c) Matriz das incógnitas: X= Ei 
es =} Y 

M ЭР. С: š 

b) Matriz completa do sistema: А’ = & -3-& 73 d) Matriz dos termos independentes: В = = 
s. 1» 1 


4 1 3 x & 
Escreva o sistema na forma matricial: £ -3 - < + - -3 
3-38 = y 1 
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2. Escreva os seguintes sistemas na forma matricial: 


* x 
& i 
to 
© 
b + 
+ 
м N 
íf H 
= N 
TIENS 
= = 
wu 
n 
ECA Sa 
<£ х 
p MM > 
" 
É@#= 
~ Фо 
256 


3 
x 
t 
Eds. T 2, 
| c 1 ку t é 
da -3y-3 P MM x 3 
© 4ytz-2 Qi „ай T = ( 2 
|, + 42 = 1 1, ou Y i 
[span b 59 126 x y 
3y-2z-t-0 E 0 
d O 3 -z-1 t p 
| x- z+ t=-1 1 [е] = i 4 Y 
axe yb AeA spo ®ү =ОШ t 4 
47. SISTEMAS EQUIVALENTES 
47.1. a) Considere o sistema: J x dg a 7 
[2x - y=-1 
O conjunto das soluções deste sistema, isto é, seu conjunto verdade é: 
күл 
b) Determine o conjunto verdade do sistema: [ 2x - Sy = -13 
| 3х+ у=6 
V =( C dun 


. Observe que os dois sistemas dados são diferentes como conjuntos de equações, mas admitem o mesmo cor -. 
AR 4 unto verdade : 


ТОТ Т РР РР РУР" 


Dizemos neste caso, que os sistema sáo equivalentes. 


Definição: 


Dois sistemas de equações são equivalentes se, e somente se, eles admitem o 


mesmo conjunto verdade. 


47.2. Verifiquemos se são equivalentes os sistemas: 
ES y F32=2 J x+2y- z=9 
2x - Зу - 2z = -3 -x+4y+2z=8 
КГС >= 1 2x t Зу - 22 = 15 


a) O primeiro sistema já foi resolvido no ítem 46.3. deste capítulo, pelo método de substituição e encontramos: 


sesse ? spese ? sesos 
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b) O segundo sistema pode ser resolvido pelo mesmo método mas usaremos o método da transformação, que será 
utilizado sistematicamente a partir deste parágrafo: 


Copie cada equação como está indicado, efetuando as operações também indicadas. 


Soma: еей m ONE = sirbiy ri оь (1) 
28 equação x 2: Set E ro mw Lh, MN 
38 equação: —— eot E сы P bes. es 


БОБЕР" Т mt rmm аг der & tmi Y emt (2) 
Soma (1): f ts aa E 
Soma (2): | „Мыр. жыйдык ыз kin 


Resolvendo este sistema menor, temos: 


e substituindo y ez na primeira equação: 


Portanto: V =l ( 2. 39. zb. 


48. O MÉTODO DE TRANSFORMACAO PARA RESOLVER SISTEMAS LINEARES 
48.1. Acompanhemos as diversas fases da resolugáo do ítem anterior: 
X t 2y = 3-9 
| -x + 4y + 22-8 
DN e 27-15 


Efetuando, apenas, o produto de equação por um número real e somas de equações, conseguimos substituir o 
sistema inicial por outro, 


J x+2y- z=9 
6y + z=17 
| Пу *2z-31 


Este novo sistema, sabemos ser equivalente ао sistema dado, porque as operações efetuadas não incluem novas 
soluções e não eliminam soluções existentes. 


ОСОО Ааа АС л 


A matriz completa do primeiro sistema é: A matriz completa do segundo sistema é: 
í & 15 EE E 
VETE ос 4 4% 
Po S -g O O ty e 3 


Observamos que, com este processo, alteramos a matriz completa do sistema dado, sem alterar seu conjunto verdade. 
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Nosso objetivo é conseguir um sistema, equivalente-ao sistema inicial, cuja matriz completa associada contenha 


o maior nümero possível de zeros. 


I Omoni 
O ideal é se conseguir a matriz (° {n 1 pois o sistema associado é: 
0. 0 4 =] 
J Ix + Oy + 0z =2 [у 
a da ч isto é, y=3 
peido O t | z=-1 
cujo conjunto verdade é: ИЕ ЧЕ Р 0). 


Para que o processo seja realmente vantajoso, devemos adotar uma sistemática рага o cálculo: procuramos 
transformar uma coluna de cada vez para a forma desejada; e, em cada coluna o nümero 1 deve ser procurado em 


primeiro lugar. 


Usaremos o seguinte dispositivo, onde os cálculos são descritos à direita: 


matriz completa associada 


cópia da 12 linha anterior 
(22 linha) + (12 linha) 
(32 linha) + (-2) - (12 linha) 


cópia da 12 linha anterior 


+ x (22 linha anterior) 


cópia da 32 linha anterior 
(12 linha) + (-2) - (22 linha) 
cópia da 22 linha anterior 


(32 linha) + (22 linha) 


cópia da 12 linha anterior 
cópia da 22 linha anterior 


6 - (88 linha anterior) 


(1а linha) + ($) - G8 linha) 
(22 linha) + (- Do linha) 


cópia da 32 linha anterior 
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48.2. FAÇA VOCÊ — TAREFA 39 


1. Resolva o sistema: | 2x-3y+ z=-1 
x E2y--—2-49 
| 4x + yt2z25 
Observe, inicialmente, que você deverá obter аџ = 1. Como a ordem das equações não altera o sistema, será vantajoso resolver, 


| x+2y- zz3 
2x- 3y + z=-1 


| 4x+ y t2z-5 


pelo método de transformações: 


matriz completa associada 


cópia da 12 linha anterior 
(23 linha) + (2). (12 linha) 
(32 linha) + (- 4]. (12 linha) 


cópia da 12 linha anterior 


cópia da 12 linha anterior 


cópia da 22 linha anterior 


| gui a lanea sÀ 
Qv о e QS -© 1 
amo, i ono» vi © 
| xz à. 
O sistema transformado é: p= +. 
me. 
cujo conjunto verdade é: Xsií A А> Ө Әй 
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2. Resolva o sistema pelo método de transformagóes: 


I х + 2y - 32-0 i 
Matrizes 
3x+6y + zx12 


CN 2=6 


Descrigáo dos cálculos 


matriz completa associada 


cópia da 12 linha anterior 
(22 linha) + (-5,),. (12 linha) 
(32 linha) + (- 3), (12 linha) 


cópia da 12 linha anterior 


cópia da 34 linha anterior 


(12 linha) + (- 2). (22 linha) 


cópia da 22 linha anterior 


(32 linha) + ,(2,).(22 linha) 


Se os cálculos estiverem corretos, você deve ter uma linha de zeros em sua última matriz. Se isto não ocorrer, refaça seus cálculos. 


O passo seguinte seria conseguir 1 na terceira linha da terceira coluna. Isto porém não é possível já que não se pode dividir por zero. 
Logo o processo não tem continuidade. 


Escreva o sistema de equações associado a esta última matriz completa. 


¡AE 
l Фк VV 


Escreva x e y em função de z: 


(ж) 


portanto, também do sistema inicial. 


Complete os seguintes ternos ordenados de modo que eles sejam soluções do sistema: 


des LD 
Са , De , 2) 
(ЖО = p ту 


Isto significa que, para cada valor real, escolhido arbitrariamente, para z, as equações (*) fornecem valores correspondentes 
para x e y de modo que (x, y, 7) pertenca ao conjunto verdade do sistema dado. 


Isto é, o sistema tem infinitas soluções e: x=-52+6 


V =Í (хуу, 2) | „бзен. 
у= 42 - 3 


j 4х + Sy - 72=4 , 
3. Resolva o sistema: pelo método de transformacóes. 
2x t 7у + z=20 


l x+2y- z=0 
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É vantagem escrever a última equação em primeiro lugar porque ооо Duct TE DID 


matriz completa associada 


copia da 1º Ge anterior 


os (A + (-«). CAS C key 
too (- &). CIE Cos uus 


сорсо, а Te. dk 
= V). RS tina 


copia da 99-6 Oca oc ex s. 


Gm Uto.) + E m С ¿* tinto) 
Co pco. do &* Vinho Season 
(s= tinha) + (- 5). (2º ha). 


Se os seus cálculos estiverem corretos, a última linha deverá ser (0 0 0 24). 
Se isto nào ocorrer, refaga os cálculos antes de continuar a leitura. 


Agora escreva o sistema associado à ültima matriz encontrada. 


MENT o rr io M MEN v, — 
шт „Уд... 


0=.£4 


É fácil ver que, nenhum terno (x, y, z) será solugáo do sistema já que a última igualdade permanecerá inalterada para qualquer 
terno, e esta é um absurdo (0 = 24!!!), 


Logo, o sistema não tem solugáo e У = ф. 


48.3. OBSERVACAO 


Vocé notou que o processo de transformagóes para resolver sistemas lineares consiste em substituir as equações 
do sistema por outras, através de duas operações: 


a) a multiplicação de ambos os membros de uma equação por um mesmo número real. 
b) a substituição de uma equação qualquer do sistema por sua soma com outra equação do sistema (que pode ter sido 
multiplicada por uma constante ou náo). 
Estas operações alteram a matriz completa associada ao sistema mas não alteram seu conjunto verdade. 
Outras modificações podem ser utilizadas. 


Por exemplo, em qualquer fase do processo, a ordem das equações pode ser trocada a fim de se evitar o aparecimento ` 
de frações. 


A posigáo das colunas também pode ser mudada, contanto que no final, ao se escrever o sistema equivalente 
resultante, se leve em conta tal alteração. 
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48.4. FACA VOCÉ — TAREFA 40 


di 


b) 
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| 


1. Resolva, por transformação, os sistemas: 


8x + Sy + 3z = 35 
Tx + 3y + z=23 
X+ y+2z=-23 


Sistema associado: 


X= Е z=2 
x+ y= z=0 


2x - 2y + 32-7 


Conjunto verdade: 


Descrição das operações 


Mata, Om plet a G^»o- 


uada. 


co pco. da ls Sow cc. 
CAS limbo) t CFE Cte fina) 
CSS Cus су (- 8): Сте) 


copie de if б һе 
A. Taide) 
copia da 3º tenha 
Oto бе 
copia de &* Certa 
Con E ve) «CE. QUA tha 


cobra ES ees Dus. 
copia da € linha 
(- Via a): 


C19 lod (СФ УЖ (3º Aa) 
(20 Lenha) «C. (as Ae) 


pia da 3º linka. 


.. 406 
| ааз 
j 36 Conjunto verdade: V =( ( . (oç 


copia da 1% Linha 

(25 (о) + C13. (19 limbo) 

QUU M Лет ск: ^ бс) 
cópia da ye ЗРК kaca 
(YR) CRE La) 
сорсо do 3º tenha 
Cio bio! + CR” бб) 


(ES Elsa) козе Cesta) 
abia do © linia: 


VEICA , A EA )} 


c) 


d) 


iis: Z= 2 
2x- y- z=1 


^ 


|] ®=2 
2х- y- z-1 


| x - 5y + 42= 5 


R 


matuz co m p eta anou ada 


4 


copia da Y EA 
(ue И ора) rm Cue Ge 
(3º Lina) « (C12. C 4* Ge) 


copia da [e le nba 
973) : (as (sadio) 


io darás Со йа 
Cie tisdale CAL. CES U хх) 
(38 Pentan + (5). (48 Ui nho) 


copia dia 1% (2 е 
cd pia da 2% Lenha 
(Лай CBS D. АЙ 
(ГЕ o) «X35 Dr voca) 
os ie) + (3% бе nho) 
ia de 38 Boy. 


mala, co "рео amouada 


copio de 1% Qua 
[ast e) + ad. Cr Ea) 
fs" E. V CH. Сї da) 


copia de 1* nha 
Chad Cae tinta) 
Copia da 3% La 


CES M. E. Cus la 
cópia da 25 k е 
C pa) + СУУ "CES Vou) 


O sistema de equagóes associado a essa última matriz completa é: Escrevendo x e y ет função de z: 


OSA 


ie AE xe ms 


y Tp. 


We. A 


O 


y 
O 


. Ve( y; 2) | ZE 
y 3.4... 


5 ZER} 


129 


49. TRIANGULACAO 


O processo de triangulação é o próprio processo de transformação, apenas com economia de alguns cálculos 


Consiste em se procurar apenas um triángulo de zeros na matriz do sistema transformado, em lugar da matriz identidade 
Considere o sistema: 


J + yst2z2-3 


3x-5y- z=1 
peo zz7 


Matriz completa associada 


Cópia da 18 linha 
(28 linha) + (LAS Lino) 
(38 Вина) HS CLS Lim Lo) 


Cópia da 12 linha 


Cópia da 32 linha 


Cópia da 12 linha 


Cópia da 22 linha 
(38 linha) + (7) x (22 linha) 


xtyt 22-5 
Ç 


O sistema associado à última matriz é: 


A última equação fornece: 


Logo: 


1... » Quo £.)) 
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49.1. FACA VOCÉ — TAREFA 41 


Resolva, por triangulação, os sistemas: 


Descrição dos cálculos 


а completa amou ada 


cópia ЕС D PA t. 
Cra Sog) exe adi mta til) 
itv boss oe Alan La ad 
copia da i9 XXe 
(955. Ces bw Ko 
copio due . 3% BLAS 


copia de 17 unha 
co pco Az e Unha 
(35 Li Lads Ca) Lia) 


Sistema associado á última matriz: A última equacáo fornece: тегй. 
+ y + 3z= 
di ide Substituindo temos: у= + sË ES 23 
DET 
eee о e же dos ® ore 
| itae d. Logo: vals 5,240) 


k y+ z=3 
b) 2x- 3y + z=0 


EE 


có pco. da 4º AA 
a. (Os taa 
as A. Са Udo 


3 © + PIS = 3 
Sistema associado à última matriz: | 3 Р) 


| E eo АШ 


A última equação, fornece: sl 
Substituindo: у= = =: : Ts e x= 25.23.64 a > E 
Logo: Walt d. 5l 
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50. CLASSIFICACAO DO SISTEMA LINEAR QUANTO AO SEU CONJUNTO VERDADE 


Já vimos que o conjunto verdade de um sistema linear pode ser vazio, unitário ou ter infinitos elementos. 


" 


Se o conjunto verdade é unitário, dizemos que o sistema é determinado; se o conjunto verdade tem infinitos 
elementos, o sistema é indeterminado; se o conjunto verdade é vazio, o sistema é impossível. 


50.1. SISTEMAS HOMOGÉNEOS 


Um sistema homogéneo é umsistema cujos termos independentes sáo „Дед S Ee 


Todo sistema homogéneo admite uma solução que é Uy 9,6... ou seja У={(.0., q. a bs 


Logo, se um sistema é homogéneo, seu conjunto verdade V +... Ф, isto é, um sistema homogêneo é determinado 


QU, ar A os om laneros + Ele NÃO pode ser | ies pa pA cat L........... 


esesesedo обоо обот ововообестовосо о собото оотевее 


50.2. FACA VOCÉ — TAREFA 42 


1. Resolva o sistema homogéneo seguinte, por triangulação: 


don Cdl ton 


Descução 


| х + 2у + 72-0 
-x+ у + 22= 0 


| = dy — = 0 - 
л а malua completa amowada 


copio de 1% kaka 
A tus PENES 
Cas bus Qa h + C9. ü* ера) 


cd pre da 15 Тее А 
CE). Сатри o) 
bi rRa 
co pia La t€ Linha 
copia Ae RS Linha 
(3% linha) + C19). (ое tenho) 


da 34 


copia 


" 
° 


à Xx + 3 + 1 3 
O sistema encontrado é: 


| ¡DRETS 


x=-z 
que é equivalente a: | 
У 


Logo o conjunto verdade é: 


С AAA 


DM 


e o sistema é indeterminado. 
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2. Resolva o seguinte sistema homogéneo: É vantajoso escrever o sistema na forma: 
J 3x- y* z=0 | zt3x - y=0 
5х - 2y - 2z = 0 -22 +5% -& 


AA у= 
| lx+ y-5z=0 ар = 0 


mika completa anmuada 


copio do pe ESSE 

(as Ce) +0) RUS GRE oJ 

СЗ fiw de CS J Ca Ca 
copia de 1% Linha 
CQ Rue Ewa) 
copia da 3º Lenha 
сорсо de 12 CN 
copia da 2* linha 

(за tenho) + (-22). Cat unha) 


O sistema equivalente resultante é: | 
4 
3 =0 
EE id 
42-20 


Logo, pela terceira equação, y = О, e, por substituição nas outras equações, х = O el Ey =10 


Dd ... D — 


cover 2 aii 


e ЖУ, X. Edo 3 x il Ed o 
o | 4628 174 130 UNE Ж A 
i ugs y ° AM GU NS NZ 


EA " : z. = d x Ы А 
Logo, А ё matriz inversível е A?” Nao € mal U Ауу VEL vt Q 


A n 


Considerando o sistema b) na forma: A:X=B 
temos: Al-(A-X)2 А.В => (А! :А):Х= А.В. 
La 
Mas, AÍ.A= Е JE: e AF-B 2 porque B é a matriz nula de ordem 3х1. 
о 
0 х 0 
Logo, (A *A)X- А.В ==> Е 0 ==> | у= O como vocé obteve no exercício 2. 
0 z 0 
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4. Resolva o sistema seguinte, usando qualquer técnica. 


lari y-t3zz0 
XC OVER e 


Per- z=0 


copia da is Unha 
Re fs Ra) + (ca). (те Le Aa) 
Store ett. 


die 15 dos 


Stu Gra 


copia de 45 bebia 
co pra ENE mia ы ИН 
X “há 4 (as б. ба.) 


A última equação fornece: 2-2. 
Substituindo, vem: х=. е y 4 
Conjunto verdade: Vello. PL 01) 


51. SISTEMAS NÁO QUADRADOS 


Tudo o que foi dito até agora vale para sistemas de m equações a n incógnitas. Porém, nos exemplos e exercícios 
feitos, sempre tivemos m - n, isto é, sistemas quadrados. 


51.1. Vejamos o que ocorre se m < n. 


x + 2y - 5z = -5 


Resolva, por transformação, o sistema: | onde (m= 2, е ше з! 
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INS 2y + 2=9 


“9 | Copia da rt Uo 
Ч Cae Ue) + С»). cia Ic e) 


1 -5 5 copra eve. TE e 
о 1 «фла e Ds Al FE 


1 DO шз 1 Car Ea). + Ca). (ае tinka) 
O 1 =g - 3 co pto ar ee Mes QNS. 


O conjunto verdade é: x= d.t. 
V ={ (х, у, 2) | do a AU 
у= dt ay $ 
isto é, o sistema é Ca. a Ga raro. ДЫ . 
51.2. Consideremos um sistema em que m > n. 
Seja: 2x - Зу + z=-1 
xt2y- z=2 


3x- y t2zz7 
-x+ y-3z--8 


onde m=_4 eT mee 


Neste caso, procedemos da seguinte forma. 
Extraímos um sistema quadrado, do sistema dado. Por exemplo: 
| x+2y- 2=2 
2x- 3y " zt--Y 
| 3x- y+2z=7 


e resolvemos tal sistema. Use o método de triangulação: 
& 


Mata comp leta axso «o. d.c. 


copia da 1% Linha 
(ks са) ELA eps бәй. з 
(3% lidad 13). Cy dy mto) 


Cópia dior Че; fibra 
copia da Se Unka 


có pra da is Linha 
co pra da RS Lala 
(3% Ua) + +. (4º X o) 


Se os cálculos estáo corretos vocé obteve: | Xt2y-z-2 


Logo temos z=3 e, por substituição x= Í e у= ё 


sesso 2 nunca ) eroe 


Verifique se este terno é também solução da equação não utilizada: 


-x + y - 3z = -8 


Como a resposta é afirmativa, temos: V=1( 4., .&, ..3.)} eo sistema dado é de Ler ma nado 


se 24 М U DELL MM Y eran rra rr rr rro rro rro rro ss... 
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5x + 8y - 6z = 14 


1. Resolva o sistema não quadrado. | Considerando, inicialmente o sistema formado pelas três 


ga «4 primeiras equações: Хеу ^ 
2x + 3y - 22-6 act Nase =6 
2х+ SE ®=8 lucena =14 


Mans completa 0. 5^0 «C d. o. 


copia da 1% linha 
a (a). CIS Gela) 
(ве deu uy) 405). Сеа а 


copio &6в 12 lu ha 
copio da &* tra 


(3^ Lenta) + C3). СЕ” nha 


O sistema equivalente resultante é: 


x+y=4 
еу ё, 
Meses 
j x=-22+6 
Logo, temos: ZER 
|| у= 2272-2 


isto é, este sistema admite infinitas solugóes, correspondentes aos infinitos valores de z que podem ser escolhidos arbitrariamente. 
Verifique se estes valores ainda satisfazem à equação não utilizada: 


2x+y+z=8 
Substituindo x e y em função de z temos: 


ws d ju $525, == -47 + 12 + 22-2+z2=8 =>=2=-=2==>z+=2 
x= ke e y =... 


У={0..2, „2. „2)} eo sistema dado é Дм, m AR... 


5х + 8y - 62 = 14 
J xt y =4 
2х + 3y - 22-26 
eem y t 2z.= 10 


e portanto, 


Isto é, 


2. Resolva o sistema: 


observando que as três primeiras equações são as mesmas do exercício 1. 


Portanto temos, para as três primeiras equações, infinitas soluções: 


$ к= Har d.e 
| Y= ht 


, Vz€R. 
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Substituindo na quarta equacáo: 
x+2y-22=3 


p + G )+2( ka - &.)-22z=3 => -2z + S AA ne 232 => 2-311 


Chegamos a um absurdo. Isto significa que nenhum terno (x, y, z) que satisfaz às três primeiras equações, satisfaz também à 
quarta. 


Isto é, у= Y e o sistema é бореа x ve | 


estote eee Hoe ne DIT AAA 
эй MEM ELO E Cu 


3. Resolva o seguinte sistema não quadrado: x* y- z=4 
2x - Зу -4z = 0 


2x- y- z=1 
3x- y- z-2 
Considerando o sistema formado pelas três primeiras equações, temos: J x+ y- z=4 


2x -3y - 4z = 0 
| spe у= 2=1 


e resolvendo este sistema por transformação: 


Matw a cor pha amou ada 


copia da 1^ uma ante 


(д^ P: usb + CAR). (te o) 
(38 Pintor 2) CL lindo) 
copia Ou pe pasa aq 
C 05). Са limbo 
copio da 3% Lenko 
US nho + C1). (a5 Una) 
cópia da RS e aa 

Gs limha)+ (3). CAS Une) 


copia da 1% 0 „Аа 
espia da 2% tenha 
(5/1) . (3º Linha) 


(1º io) + С). (38 Lidia) 
(RS Linka) 4075): (57 Uda) 
copio da 3º Unha - 


Logo, temos ( 


Verifique se este terno é solução da equação não utilizada. 
3x-y-z-2 


ПИЛЬНЫЕ 


Portanto: у={( E A & ; 21 )) eo sistema é determi nado 
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52. REGRA DE CRAMER 
52.1. A regra de Cramer é uma outra maneira de se resolver sistemas quadrados e equações lineares. 


Iniciaremos com um exemplo. Considere o sistema: J 3x+ y+3z=8 
x-2y- z=1 
E 


x + 5y + 2z=1 


f enu 


A matriz do sistema é a matriz quadrada de ordem 3: ар 
м ) 
O. s R 


Os cofatores relativos aos elementos da primeira coluna sao: 


Ai = (17454, det ( E 2) =.) A= ( 1). det ( x ) =.43 As = C1)**. get ( à 2) =... 
€ 5 2 “<, A 


Multiplique ambos os membros da primeira equação do sistema рог А11; os da segunda por А,; e os da terceira 
por Аз . 


DD IPM 


O novo sistema obtido, equivalente ao primeiro, é: f 


A — — cocco 


Somando as equações, termo a termo, vem: 


isto é, 26x = 26 => x=1. 


Observando o que foi feito, é fácil concluir que para se obter o valor de y, devemos multiplicar todas as equações do 
sistema pelos cofatores dos elementos da 23 coluna. 


Calcule: Ау; = - H А = .O As2 = © 


E o novo sistema é: 


КРЕЗ cocoecos 


. 
ЕССЕ 


Logo, temos: 


O AAA A 


e + ROAS s = 5 


A A "a 


e somando, Rea = 5R = z= 2 


A II 777 Tr 7 75 


escoa 3 osooso Y enne 
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52.2. Para que você entenda o porque do aparecimento dos zeros nas somas das equações no ítem anterior, vamos 
repetir o processo literalmente. 


Considere o sistema: 
J 211X1 + 8,2X2 + a13X3 =b, 


az1X1 t a22X2 + аззхз = b; 
l a31X1 + а32Х + a33X3 = b3 


A matriz do sistema ё: 


e os cofatores relativos aos elementos da primeira coluna são: 
a22 азз 312 аз ауз 413 
Aii = det ( ) Az1 = -det ( ) Asi = det ( ) 
332 433 a32 333 422 “3 
Multiplicando as equações do sistema, respectivamente рог А,,, Аз; € Asi, temos o novo sistema: 


| Aj1211X1 + ÀA11212X2 + Аџаџзхз = Аб; 
A21221X1 + Az1222X2 + Az1223X3 = Аз10 


| A31231X1 + Az1832X2 + A31233X3 = Аз 0з 


Somando as três equações e colocando em evidência x;, x; e xs, temos: 


+ 


(Aja + A21821 + A314831) X1 


+ (Aj1212 + Аза + As1332) X2 


E 


+ 
~ 
iz 
= 
su 
+ 
> 
© 
¡O 
ES 
> 
X 
iD 
E 
p 
w 
= 
x 
Ó 
| 


= Ajb; + Agba + Asibs 


3 
O coeficiente de x, é a soma ) аң Aj, dos elementos da 12 coluna da matriz A pelos cofatores relativos 
i=1 
aos elementos da 12 coluna. 


Então, pelo Teorema de Laplace: 


' 3 
O coeficiente de x; é a soma ) aj Aj, dos elementos da 22 coluna da matriz A pelos cofatores relativos 


1=1 
aos elementos da 12 coluna. 


Então, pelo Teorema de Cauchy: 


O coeficiente de xs é a soma l ai; Ai, dos elementos da 32 coluna da matriz A pelos cofatores relativos 
i=1 
aos elementos da 12 coluna. 


Então, pelo Teorema de Cauchy: 
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Observe agora a seguinte matriz, obtida da matriz A por subrstituição da primeira coluna, pelos termos indepen- 
dentes do sistema: 
b; аз аз 
Bi-| ba аз аз 


Da Эз; 333 


Calculando seu determinante pelos elementos da primeira coluna, temos: 
det B, - b1Aj1 + b242: + b3A31 


logo a soma das três equações do sistema transformado é: 


det A - x, = det B, 


Se det A +0, podemos escrever: 


52.3. FACA VOCÉ — TAREFA 44 


1. Considere o mesmo sistema 3x3 (literalmente) e transforme-o multiplicando as equações pelos cofatores relativos aos 


elementos da 22 coluna: 


O sistema transformado é: 


Ашыгы + Даа + Asa aus Xa seque 


| Азда. * Aga Q aa t Аззаэзхз = Азал 


cuja soma é: 


(A12a11 + Az2221 + A32231) X1 + 
+ Qoi! Da qai hara xa + 
t Qua Qat Aang +з) Хз = 
= Pabst Arabad Яза Ьз 
O único coeficiente não nulo é о co € bct yz... ax. Rss. porque: 
3 3 3 
» ai; Aiz = 0, ) aiz Ai = Dat À Lector e 2) Qi; a Aia 2 Ө 
і=1 i=1 € = E E A 


O segundo membro da igualdade é o determinante da matriz: 


бз. bs Qaz. 
Assim temos: 
det A · x2 = det B; 
e, se det A 50, 
a "e del дг 
det A 


140 


2. Para se obter хз, as equações do sistema devem ser multiplicada pelos cofatores л, LO Aaa... e e te s, 
fe Las A aic AE eus . А. IARE © est 


O sistema transformado é: 


Bia QuxA. Ы Аа. ка * Ariana” „Ала. ра. 
Аз DX. + Barata? Aaa Qaa X57 Mas ba 
Asa Mat. + Ass Asa t Ass Gas x57 Asa ba 


cuja soma é: 


onde: 
Qu Qua bi 


Вз= Ga. Qa da 
Qa 432 bs 


Isto é: det A : x3 = det B3 


g da B3 


ese det A Z 0, \ x 
* dé A 


3. Considere o sistema: 
2x + y- z=4 
х + 2y + 322-8 
" + 2y + 2=16 


Para este sistema temos as seguintes matrizes: 


EK Y е. 4 F. =] 
A= 45 AE ; Bi = -@ & 3 
= RA IE 1 
AR Y -1 R A Ч 
B2 = Е: ; Вз = uk E -9 
zie д x & 1C 
cujos determinantes sao: 
det A = 2 le det By =..88. 
det В; = 1136 det Ba = 104 


Então, usando as fórmulas encontradas: 


det'A-x=detB, => 716 uu E insani di 


EU A demam os DA, LON 
det Ayo det Bj, —> [16 -y=:136 => yo 41 
А A-z=detB, => 116.525 404, => z=- a 
¿ est EIE ^ - 
Isto é, xz 2? у= 2, e z- 5 
Portanto o conjunto verdade do sistema é: V -((- 4 › d 1- dá )] 
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52.4. TEOREMA DE CRAMER 


Um sistema de equações lineares, n por n 


djX tax +... 
321X, + a22X2 +. 


ap X, + арх, +... 


é equivalente ao sistema 


det A - x, = det B, 
det А-х») = det Bi 


det A - Xy = det Bn 


onde А ёа matriz do sistema e Bi é a matriz obtida de A por substituição 
da i-ésima coluna de A pelos termos independentes do sistema. 


Demonstracáo 


Para provar o teorema, basta provar que se 1 < k < n, então det A - Xy = det By. 


Temos o sistema dado: 


aX, +... TakXk +... Ta)nXn = 0 


féesesesssassssssscsscessassossessasósssesssooscssvesesesesessseosusees 


Multiplicando-se todas as equações, respectivamente, pelos cofatores da matriz A relativos aos eiementos da 
k-ésima coluna, obtemos o sistema equivalente. 


pá +... Age? ... + Ayay Ky = Aikb, 
Ajk45,X, +... + Азказкхк + ... + A,ka)nXn = A4kba 
Ankan +... + ApkünkXk $ ... + AÁgkannXg = Apnkbn 


Somando termo a termo: 


(Ау ау; t Agno, + ... + Agi) +... 
. + (Aja + Aokagk +... + Ankank) хк +... 
+ + (Акаа + Азказь + ... + Аркар) Ха = 
= Akb; + Askb; + ... + Ankbn 


О único coeficiente que pode ser náo nulo, по primeiro membro da igualdade, é о da incógnita xk, que é a soma: 


n 
) Акак = det A 


i=1 
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Os outros coeficientes são todos nulos pois a soma dos produtos dos elementos de uma coluna de A pelos 
cofatores de outra coluna é igual a zero. 


O segundo membro é o determinante da matriz By, isto é, a matriz que se obtém de A por substituição da 
k-ésima coluna, pelos termos independentes do sistema. 


Logo, det A- xy =det Bk, Vk: 1<k<n 


O que prova o teorema de Cramer. 


52.5. OBSERVACÓES 


52.5.1. Se det A = О, então o sistema equivalente ao sistema dado, obtido pelo teorema de Cramer, é determinado, 
isto é, admite uma única solução (X1, хз,..., Xn) onde: | 
det B, det B; det Bn 


х= —— , X= ——, ..... MEX 
|” det A ? detA n detA 


Logo, o sistema dado é determinado se det A = 0. 


52.5.2. Se det A-0 ese  3By tal que det By +0 temos, no sistema transformado, uma equação da forma 
O - xx = det By que não admite nenhuma solução. 


Logo o sistema transformado é impossível e, portanto, também o é o sistema dado. 


52.5.3. Se det A=0 ese Yk, det By = 0, então, todas as equações do sistema transformado são do tipo 0 - xx = 0, 
que admite qualquer solução. 


Assim, o sistema transformado é indeterminado e portanto, também o é o sistema dado. 


Resumo: 


Det A £ 0 ——» sistema determinado 


Ji | det В; +0 = sistema 


DetA=0 е se чек 
l det Bi=0, Vi => sistema indeterminado | 


52.6. FACA VOCÉ — TAREFA 45 


1. Determine o conjunto verdade de cada sistema, usando o teorema de Cramer. 
Í x+ y+3z=2 
a) 2x - Зу - 222-3 
| 3x-2y- z-1 


det A = lo ; det Bj = 60; det В, = ЭО R det Bs =" Ào 


өзен» P Lo pe CEU AUR "" одет 9 „ _ A SD ropot 


Sistema transformado 


ewe. J 7o. 


sesse 7 enano ? auras 
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4x + Sy - 7224 
b) 2x + 7у + z=20 


APIS жш 
| 
| qa А.о, del Bie = APG ; r a Baste j dt Ba: - 3 
Sos eoa; Las formado 
BRR = RG ( Abaundo) 
es Am ( Ahaundo) 
vou c P C A bau д9) 
V- Ø 
B 
с) 45x+6y+ z-12 det À = OQ. det B1 = Q.. det B) = Q.. det Bs = Q. 
CN 226 
Isto significa que o sistema é „Алое а ладор ЧИР isto é, admite |. refutar ебе solucóes. 


Porém, qual é o conjunto verdade do sistema? 


Observe que embora V tenha infinitos ternos (x, y, z), existem ternos ordenados que nào estáo em V. 


Por exemplo, (6, -3, 1)£V porque б + 2 (—3).3 1L). O 


O teorema de Cramer permite concluir que У tem infinitos elementos mas não ensina como encontrar tais elementos. Neste са- 
so, uma forma para determinar V é utilizar o método de transformação. 


Este sistema já foi resolvido no ítem 48.2. deste capítulo: 


V-(G,y, 2 |x=-5z + 6, y - 4z -3, zeR). 


52.7. Podemos encontrar condições рага а, b e с de modo que o seguinte sistema: 
axcrpsQmt-az 2 
0 *tby-2z-1 
| XI DEE 02:10 
52.7.1. SEJA DETERMINADO 
Para isto, é suficiente que det А = 0. 


det A = арслан. *0 bdo. е шз. 


52.7.2. SEJA INDETERMINADO 


Devemos ter det A-0 e det; -0 e Дд} 85. о... e det Ва... 
Para que se tenha det A = 0, devemos ter b=0 ou ac=3. 
AS 
B, = 4 b Rr] = det By = 2bc.-.Lb...= 2dc.-..3...) 
: & GO ë 
* 4 3 
B= [o 4-2) = det B; = Ас. Ча. 
ie 
Qr OA 
Bs = (s b y) = 4 В.= дар... 6h. 725 (2...4...) 
Ре AE 


Se b=0 temos det В, =0 e det Вз = 0, e para garantir que também det B; = 0, devemos impor: 
ac t 4a - 7 = 0. 
Se b = 0, devemos ter ac -3 e, neste caso: 
det В, 20 => с= 3 е a= 1 
det В, =0 => с=.3 e а=. 4 
detB3=0=>c=, е а=, 1 
isto é os trés determinantes se апшат simultaneamente рага c=3 е а= 1. 
Logo para que о sistema seja indeterminado devemos ter: 
b uad e AAA 3: 


OS ++, 


ou E o e а= 4 е c Ф 


Devemos ter det A=0 е det By +0 ou dal Ба 4.0... ou did Bas 
Se b=0,o único det B; que pode não ser nulo é det В, e isto ocorre se .. Dco Sem O 


Se b + 0 então sempre existe uma matriz В; que tem determinante não nulo. 


Logo o sistema é impossível se b =0 e ас+ 44-7 +0 ouse b +0 e ac-3. 


52.8. FACA VOCÉ — TAREFA 46 
T mx +y=2 
1. Encontre condição para m de modo que o sistema | , seja determinado, indeterminado ou impossível. 
х + my= 
Para que o sistema seja determinado: 
аА ED ==... #0 ==> mil 


Para que seja. indeterminado ou impossível: 


det A= Q => m ll. 


Temos: det Bj = & хүл... det Вз = ууу.-...@,... 
det By =Å, | Р 

Se m=1 => => o sitema é | Amp name 
det B5 - 0 
det B1 = 7.3 

Se т=-1 => == о sistema é ооо po. act Ü. TUE . 
det B2 = = 35 J 


Logo, temos apenas duas possibilidades: 


fu mat => sistema idet edo 
[2 т=®1 — sistema ono pena eL... 


2. Encontre condição para k de modo que o sistema: Í kx- y+ z=3 seja determinado, indeterminado ou impossível. 
xc ky t x= k 


| xt y+kz=1 
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E 1 
Se К = 0, det B, = 24; det В; = y ; det B4- Ч. isto é, o sistema é А уух pe. 2A rv 


Se k=1, det B; = O ; det Bj = C ; det B;- O isto é; o sistema é Хуа еъ ruina do 


Se k=- dd 


53. EXERCÍCIOS DE REVISAO 
Sequéncia 1 


1. Resolva, por transformação, os sistemas: 


Р 
Suku {= y* z-17 

a) -5x-2y t3z--2 b) 5х + Зу - 22 = 10 
AAA prer 
[ х- y* 2=2 n. 

c) x-2y-2z--1 d) 3x-y- z-2 
¡En у +3221 =a 222 


2. Resolva, usando qualquer técnica: 


2x- y=0 
9х + 4y + 62 = 11 b) 
-8x - 3z = -5 


x- y+3z+2w=2 


2x+ у+32+ w=-2 


xt yt z- w=1 ` Ды yt z=14 


x-2y+ z+3w=10 


© 
= — А 
& 


3. Resolva os seguintes sistemas, usando o teorema de Cramer: 


$ &- 6y=2 
a) -2y+ z- 
| 2х + 9у=- 3 D 2y # = 2 
d) LF yF 2-0 
- | x+ ys3 |а y - 22= -2 
- =-4 
E: 3y 
т 1-6 esca 2-4 
c) x+ y- z=4 e) Sx + 4y + 5z=8 
|2. y - 22=6 | x+ у+ 22=2 
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b) 


c) 


a) 


a) 


c) 


a) 


a) 


Sequéncia 2 


1. Resolva os seguintes sistemas nào quadrados: 


2x + 22 + t-4 


2x-3y* 3z=7 
y + 82-328 
4х + 2y + 10z = 34 


ES 
| 
| 


xt yt 372-216 


2. Resolva os trés sistemas: 


x + 2у – 32= 0 
5х +6y + z-12 
v 2-6 


x= 2y + Zat 


Sequéncia 3 


d) 


e) 


E 
| 
| 


=N t y + xz 


- y+ z=2 
х + 3y,— 22:= 2 
3х+ y = 2z=:5 


4x - 3y - 52229 


Sx+4y- 32= 7 
2х - y> 222= 10 
XU ýt uus 


Atenção: As três primeiras equações são iguais. 


x+2y-32=0 
Өх Ебу 2=12 
3x *4y- 2=6 


2xct 77162 =99 


1. Determine os valores de p, de modo que sejam determinados os sistemas: 


[on 
px- y + 82-28 


TH + 10z= 34 


| VE Zai 
b) x+py+ z=2 


| x+ y+pz=3 


2. Discuta as soluções dos sistemas, segundo os valores do parámetro k: 


< + 2y + 22 =k 
yt Ze 
3x * y+ 32 = 14 


b) 


| 
d 
| 


3. Discuta os sistemas, segundo os valores dos parámetros p e k: 


| x+2y- z-2 
2x = Ку + 32-9 
3x + 3y - 222p 


4. Discuta os sistemas: 


х + 2my = т 


| mx + 2y =p 


La кык 31) 
b) 5x - ky - 2z = 10 


¡AS 


"1 


2x -3y + 32-7 
3x-8y+ z=k 


7x - 2y + 10z = 3 


kx yt zt t-0 
ХОКУ Uy t=0 
КЕУЕК + Ж=0 


X ydp) 


mx + my-m 


хв y =2m 


x + 2y - 32= 0 
5х Ебу + 2=12 


с) 
Зх *4y- z=6 
2x+ y +6z7=9 


[ip zz0 
c) 5x + 4y + 5z=0 
l xt y+pz=0 


|7 -- z=4 
c) EXT z-—p 


EE oyst2282 
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capítulo GEOMETRIA 


PROPOSIÇÕES FUNDAMENTAIS 


54. CONCEITOS PRIMITIVOS 


Os conceitos primitivos da Geometria são os que habitualmente são aceitos sem definição: ponto, reta e plano. 


Não se pode dizer, sem risco, que os conceitos primitivos são intuitivos. Geralmente, uma criança não sabe o que 


são ponto, reta e plano, senão a partir do uso destas palavras associadas a imagens razoavelmente aproximadas do que 
elas pretendem significar. 


Na formalização matemática da geometria, o que deve caracterizar realmente os conceitos primitivos, são os 
postulados. Isto é, tudo o que se poderá usar como conhecido sobre pontos, retas e planos será aquilo que estiver 
afirmado por algum postulado. 


Os postulados querem garantir que os conceitos primitivos pareçam com as figuras que usamos habitualmente 
para representá-los: 


PONTO RETA PLANO 
55. OS POSTULADOS DA GEOMETRIA 
Р, 


55.1. DEFINIÇÕES 


1) 


Notação: E 
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2) 


А é figura geométrica <=> А С... E 
(c; €) 


P; 


Pelas definições dadas em 55.1., você pode concluir que: 


1) Uma reta r é uma figura geométrica porque r é conjunto de pontos: r a E. we 


r 


. / B 
2) Um plano а ёш... Ligure... ae O MEILLA... porque a.C. E. 


DIO III 


3) (A, B, С}, onde A, е С são pontos, é uma tige Ya. Gel metrica 


4) (P), onde P é ponto, é uma „figura TN 320 metrica. AT porque 
(P) e E 


DIDI 


ye oe 


Postulados da Reta 


ETE 
Ex o. 


A palavra determina em Matemática tem significado preciso. Ela caracteriza a existéncia e a unicidade do ente 
determinado. 


Assim, dizer que dois pontos distintos determinam uma reta significa que: existe uma reta que contém os dois 
pontos e nào existe outra, isto é, esta reta é a única que contém os dois pontos dados. 


Se os pontos são P e Q, então a reta por eles determinada será representada 


MOS P 


por: 
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55.2. FACA VOCÉ — TAREFA 47 


Demonstre, baseado apenas no postulado Ps, que “duas retas distintas têm, no máximo, um ponto comum”. 


Prova 
Sejam r e s duas retas, tais que, r 55. 
Temos duas possibilidades: 
| r s 
rs#@ ou rñs=% 


nm 


ette eterne rn AA esses AAA 


Logo: PeR d efer minam uma reta, isto é, existe uma única reta que contem P e R. 


Mas: 


eoo Z O — eseseesseceeesecesesecesssescccocessosco: өөззөтфөөзәөөөөзөө [өзөөөөөөөөөө 


EI 


Mas, isto é absurdo porque nossa hipótese era de que rs. 


Portanto, dadas as retas г e s tais que г 55, temos duas possibilidades apenas: 


Voltando aos Postulados da Reta 


12 ^ 
a Б 
А Ый. u 
Se Aer,;, denotamos r, = РА que se lé: 
"semi-reta de origem P que passa por A". 
а = 2 < se = 
° Se Ber,, denotamos г, = РВ que se lé: nm 


reta de origem eu A 


DIDI DILDO soccpocsccocescesece]esecsoseceose 
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55.3. DEFINIÇÕES 


1) Diz-se que um ponto Per está entre dois pontos 
A e B, distintos de Р, da reta т, se P determina 
as semi-retas (r1, r4) e: 


Aer; Ber, 


А єт, 


2) 


Em símbolos temos: 


A 


O conceito de segmento de reta pode ser dado também do seguinte modó: 


onde: C=(Per|P está entre A e ..D) 


55.4. FACA VOCÉ — TAREFA 48 


Complete o que se pede: 


" reno A figura geométrica grifada é a Semi- geta de origem ..2% que 
B indicamos por AB. 


2) T A figura geométrica grifada é a semi: reta. de origem mE que 
B indicamos por „BA. 
A 
3) A figura geométrica grifada é a intersecção entre AB e BÀ, isto é, 


— P e. 2 Qam ne. AB, que indicamos por „АВ. | 
A (o segmento; a semi-reta) 
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55.5. Os postulados dados ainda náo caracterizam satisfatoriamente as retas. 


Os postulados P; e Р; poderiam nos levar a pensar que entre dois 
determinados pontos de uma reta já estivessem todos os pontos dessa reta 
e que nào houvessem outros. 


A reta é um conjunto infinito 
de pontos. 


Entre dois pontos de uma reta 


Queremos garantir, porém, que qualquer que seja o segmento de reta, 
existem pontos da reta que estáo fora dele. Para isso, consideramos o 
seguinte postulado: : : 


existem infinitos pontos da reta. 


Postulados do Plano 


Isto significa que dados três pontos A, B e C não pertencentes a uma mesma 
: | К E 
reta, existe um .. PIANO, que contém os trés pontos e este plano ёо ÚNICO... 
que os contém. 


Simbolicamente: 


Suponhamos que a seja o plano de que fala o postulado, 
r aretae AeB os pontos: 


— dois pontos de uma reta pertencem a um plano: 


Aer e Aca = A an r 


se TER e 


(Є, É) 


ITEM 


Logo: 


Aeanr 
pe ^ TE [rca] 
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55.6. FACA VOCÉ — TAREFA 49 


1. Prove, usando os postulados que: "uma reta e um ponto fora dela, determinam um plano”. 


Prova: 
Seja Pfr. 
a) O postulado Pz garante que a reta г tem... intinitos. a pontos. Pode- 
mos, pois, considerar dois pontos: АЄт e Ber. 
b) O postulado Рз diz que AeB... deletminasm...uma..vela. - Como 
Pér, sabemos que A, e P são pontos nào ....... alinhadas... 
c) Pelo postulado Pg, existe um único plano Q tal que A,BeP... pex. ў, e ncem:.ad 
d) Pelo postulado Ро, como: ta. 
near PPP ed 


Logo, existe o plano œ que contém a reta г e o ponto P. 


е) O plano & é o único plano que contém r e P porque, qualquer outro teria que conter A, Be P e, pelo postulado Pa teria 
que coincidir com O. 
2. Prove, usando os postulados que: “duas retas concorrentes determinam um plano”. 


Suponhamos: 


— res concorrentes: rís=.... { Р! 


— res determinam um plano q: 


AN 


Logo, simbolicamente podemos enunciar: 


[ens=(P)| = | dlalrca e sca] 


Prova: 
a) O postulado Pz permite considerar três pontos A, B e P, de modo que: 


AEs, Ber e Pe “Ns 


c) Pelo postulado Pg podemos concluir que A, B e P determinam Al “ts о om. 
plano < : 


d) Pelo postulado Pg, temos: 


e) O plano Q é o UA plano que contém res porque, 


elo pos 


ET AAA AAA O 


3. Prove, usando os postulados que: "se uma reta que não está contida em um plano tem intersecção não vazia com esse plano, 
q p 


então a intersecção é um ponto”. 


Suponhamos: 
— reta r não contida no plano @: r uM @ 


— intersecção entre г e @ é não vazia: РЛ 
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Logo, simbolicamente podemos enunciar: 


Prova: 


cord y aiv г ЖЫ 


Consideremos r Фа, por hipótese. Então, se г(0 52 ф, ЗР | TX AP 


Vamos provar que este é o único ponto da intersecção. 


Suponhamos que exista outro ponto Q, Qerna. 


Mas, como rGa por hipótese, chegamos a um absurdo. Logo, Q nào pode existir. 


Portanto: 


55.7. DEFINIÇÃO 


55.8. FAÇA VOCÊ — TAREFA 50 


a) Usemos P3 para escolher três pontos A, B e C, de modo que: 


Em símbolos: 


r / s <> 


rna = í P) 


Dadas duas retas paralelas, r e s, a definição diz que existe um plano que as contém. Prove que este plano é único. 


ө 


e 


b) Pelo Рз e o fato de г 55, podemos garantir que A, Ве С não são а linhados 


Inn nan r ane sn ease as ҮҮ 


c) Suponhamos que existam dois planos, We f, que contenham res. 


Assim: Ae 


Do mesmo modo: 


Observação: Dadas duas retas paralelas, se existe um único 
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Ce 


D 


m 


*...... 


etn 


e 


e 


e 


e 


etermi ham 


De 


ICQ == Aca 


. fca => 
Sca => 


cg => 
cg => 
Sce => 


um plano. 


determinam; não determinam) 


D 


plano que as contém, podemos dizer que duas retas paralelas 


TS 


Um postulado para retas paralelas: Postulado de Euclides 


Em símbolos: 


Р.Є.. 


55.9. FIGURAS CONVEXAS E FIGURAS CÓNCAVAS 


Seja F uma figura geométrica. Isto é, 


Definição: 


Em símbolos: 


Se F não é convexa, diz-se que F é côncava. 


Então, um triângulo é uma figura geométrica convexa porque, todo segmento 
determinado por dois de seus pontos está contido no triângulo. 


= 


Uwe О e. vo. MEU 


55.10. FACA VOCÉ — TAREFA 51 


1. Identifique as figuras geométricas convexas e as cóncavas: 


É figura geométrica Ё _ figura geométrica 
CONVLXOQ.. porque Соте ауа. porque 


б ...... TE a 0 Tito A 


por dois de seus 


Va cu 


Lu" TA 


2. Prove que a intersecção de duas figuras geométricas convexas, é convexa. 


Prova: 
Sejam Fi e Ез, figuras geométricas CONYE XAS ;sejam Ae B pontos 


UYTU А x 


quaisquer da intersecção, Fi; (Fg. 
A€F; е BEF¡ => АВ С. Fi — F, convexa 


СС, Фф 
Do mesmo modo: 
лєр, е BC Е, — AB С. Fa Fconyexa 
Assim: AB c. Fi NFa 
оро: 
ES VA, вер ПЕ; — ABC Fi Fo. 
Isto significa, pela definição, que Е, NFz é figura CONVE XA 


55.11. MAIS ALGUNS POSTULADOS DO PLANO 


Postulado da Separacáo do Plano 
Dada uma reta x e um plano o, fica determinado um par de subcon- 
juntos convexos (chamados semi-planos de origem x) de о, (o, оз), 
Pu tais que: 
a) о о =r e а Ооз =a 
Aca, e Afr 
Beo, e Bér 


3P|ABnr-(P) 


Suponhamos: 
— а e ß dois planos distintos: en. de. В 
(=; 
— os dois planos se interceptam: an 6...4... ф 
(= , =) 
— a intersecção é uma reta: drlanB=.p. 


Logo, simbolicamente podemos enunciar: 


55.12. FAÇA VOCÊ — TAREFA 52 


1. Sem usar o postulado P12, mostre que se dois planos distintos se interceptam, não podem ter três pontos não alinhados comuns. 


Suponhamos Q F... B VR RAS . 
uponhamos E еа + 


Sejam A,BeC pontos náo alinhados tais que: 


Acanf, Bean, ceanf 


Pelo postulado Pg, se 
Aca, ВС Оо, CEa e 
A ep, BE.B, C €. B entáo 


Pg: Trés pontos náo 
alinhados 
determinam 


OQ... B. um plano. 
=,%) 
Mas, isto é absurdo porque, por hipótese, a, dr. f. 
(=, x) E ч à | 
Logo, dais...Hlanos.. distintas... que..se...intes.se plom, ná têm. Trés pontas 


MBA AN hada... ona As... * 
2. Prove, sem usar o postulado Р; 2, que se dois planos distintos têm dois pontos comuns, então eles tém uma reta comum. 


Prova: 
Sejam A e B tais que: A €. anf e в €. anf. 


Pelo postulado Po: 


Observação: A vista dos resultados do exercícios 1. e 2. não dependerem do P12, concluimos que este postulado quer garantir apenas 
que a intersecgáo de dois planos distintos náo pode ser um único ponto. 
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55.13. UM POSTULADO PARA O ESPACO 


55.14. ANGULOS E DIEDROS 


— — 
1) Considere duas semi-retas de mesma origem, náo contidas na mesma reta: OA e OB. 
Temos: 


OAÇ..r e ОВС. з e rzs 
Pelo exercício 2. do parágrafo 55.12.: 


Jie TC e. Use 


O ATT 


Definição: 
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Quanto à convexidade, um ángulo é uma figura geomé- 


trica... CoO yC xQ... , porque é a intersecçao de 
(convexa; cóncava) 

-S£hmai.-...£3.pagQS.... que são figuras geométri- 

cas |, CAM. E X.G.S. - 


(convexas; cóncavas) 


2) Considere dois semi-planos de mesma origem, não contidos no mesmo plano: a” e f. 


U 


Definição: 


aco CB е amp. 


TUM 


origem В. :(F,, F2) 


Assinale na figura o conjunto: E, n Е,. 


Temos que: 


semi-planos dados oL Ë= E. : 


ЕУ 


(convexas; 


PPM 


cóncavas) 
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55.15. RECORDANDO OS POST ULADOS. TENTE VISUALIZÁ-LOS 


Existem infinitos pontos, retas e planos. 
As retas e os planos são conjuntos infinitos de pontos. 
` Dois pontos distintos determinam uma reta. 


(Separação da Reta) — Um ponto P de uma reta т, determina um par de subconjuntos infinitos 
(chamados semi-retas de origem Р) de т, (ri, rz), tais que: т пт -(P) e nur; = r. 


Entre dois pontos de uma reta existem infinitos pontos da reta. 


Dados dois pontos A e B de uma reta т. 3Cer|B está entre Ae C 
3Der|A está entre D e B. 

Por um ponto passam infinitas retas. 

Trés pontos, nào alinhados, determinam um plano. 

Se dois pontos de uma reta pertencem a um plano, a reta está contida nesse plano. 

Por um ponto nao pertencente a uma reta, existe uma única reta paralela à reta dada. 


(Separação do Plano) — Dada uma reta x eum plano a, fica determinado um par de subconjuntos 
convexos (chamados semi-planos de origem x) de a, (œ, œ) tais que: 


а) aNm=r e qUm=a 
Acay e Agr 
b) 1 É 


=> 3P|ABnr=(P 
Beo; e Bér | {Р} 
Se dois planos distintos se interceptam, a intersecção é uma reta. 


(Separação do Espaço) — Dado um plano а, fica determinado um par de subconjuntos convexos 
(chamados semi-espaços de origem a) de E, (E,, Ez), tais que: 


a) E,nNEz=a e Е, ОЕ, =Е 
А єЕ, е Afa 


» BeE, e Béo 


=> 3P|ABna=(P) 


56. EXERCÍCIOS DE REVISAO 
Sequéncia 1 
1. Quatro pontos, nào coplanares, quantos planos determinam? 


2. O conjunto de pontos (A, BG D) é uma figura geométrica? Justifique. 


Esse conjunto pode ser uma figura geométrica convexa? Por qué? 


3. Dados dois círculos num plano @ tais que as circunferências têm 2 pontos comuns, o plano fica dividido em 4 regiões. Quais são 
côncavas e quais são convexas? 


4. A reunião de dois círculos coplanares pode ser uma figura geométrica convexa? Justifique. 

5. Três retas têm apenas um ponto comum. Quantos planos, no máximo, podem ser determinados por elas? J ustifique. 
6. Critique a seguinte proposição: “A parte de cima da mesa é um plano”. 

Sequência 2 

1. Mostre que por uma reta passam infinitos planos. (Sugestão: utilize o P, eo exercício 1 do parágrafo 55.6.) 


2. Prove que, se rCQ, AEQ; Afr e Вќо, então, não existe um plano ĝ tal que rC e ABC. 
(Sugestão: demonstrar por absurdo utilizando o exercício 1 do parágrafo 55.6.) 


3. Mostre que a condição аъ = ф é condição necessária para que duas retas sejam paralelas (provar por absurdo), mas não é 
condição suficiente. (mostrar que existem retas que satisfazem a esta condição mas que não são paralelas). 
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PARALELISMO E PERPENDICULARISMO 


57. POSICOES RELATIVAS DE RETAS E PLANOS 


57.1. POSICÓES RELATIVAS DE DUAS RETAS 


a) Retas Iguais ou Coincidentes b) Retas Paralelas 


res são concorrentes == 3P|rns-((Q) res são reversas <> Яа |гса e sca 


(então, res reversas ==> rüns- 4p. ) 


57.2. RETAS PERPENDICULARES E RETAS ORTOGONAIS 


Definições: 


Se res são concorrentes, 33P|4.n.5.- {Р} 


Sejam (s,,s,) as semi-retas de origem Р, na reta s e (rj, r;) 
WES n as... Semi. e IQ S... de origem Р, na reta xz, . 


Entáo, os ángulos congruentes sao: 


5 E ^ 
s,Pri, siP La > CAZA d Ga E f 


Se г;е 8 são retas perpendiculares, indicamos: т | s. 


Seja s' tal que: 
— 8 é concorrente com r: 


> 


— 8” é paralela a в: 


Entáo, se res sáo ortogonais, s' e r sáo pe. p pen. diculares 


Se ser são retas ortogonais, indicamos: s Í r. 
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Observações: 


1) Duas retas, re s, perpen- 2) Duas retas ortogonais 3) Duas retas reversas po- 4) Duas retas ortogonais 
diculares são ortogonais podem ser reversas. dem não ser ortogonais. podem não ser perpen- 


porque Qualquer... NE Observe as arestas do Observe a aresta e a diculares porque 
ta. concorrente odem...ser 


dO ee ege tee o AAA A cubo. diagonal do cubo assi- КЕ тые КАЙ ИЕТ НЙН 


com.r,e paralela. AP. PENELAS 


Ae pen pendi- mscr org El S à o 

ue sejam ortogonais e as rever- 
OL. RE ыд re ды iG DROGAS À 
(aplique a definição de sas e „NAO. SAD... 
retas ortogonais). (sao; 1189580) 


ortogonais. 


57.3. POSICÓES RELATIVAS DE UMA RETA E UM PLANO 


a) Reta Paralela ao Plano b) Reta Contida no Plano c) Reta Concorrente ao Plano 
Le 
[NT 
r 


tha <=> rna = ф rCa«—»rnaz Y. r é concorrente com a <> ЭР |rna = 


DIDIT 


Neste caso, diz-se que r “fura” a 
ponto P. 


57.4. RETA PERPENDICULAR A UM PLANO 


Definigáo: 


Em símbolos: 


rea são perpendiculares: r — a 
r fura o no ponto P: r «= (P) 


СИТА 


s é um s. reta de o que passa por P: 


| 
El 
O 
[^7] 
e 
o 
З 
O 
S 
e 
© 
E 
o 
n 


DI 


Logo, podemos definir: 
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57.5. FACA VOCÉ — TAREFA 53 


1. Considere uma reta r, perpendicular a uma dada reta s, de 
um plano Ф. Apenas сот o conhecimento deste fato, não podemos 


afirmar que r é perpendicular а Q, porque a. Bode... Ser... peP- 
pendicular..a.uma.rela....s- do. planos. 
„52.0... QUE. SEA perpen. digg av ele 
Complete a figura para ilustrar sua resposta. se 


2. Usando as definições de retas ortogonais e de reta perpendicular a um plano, prove que “se г é perpendicular a a, então т 
é ortogonal a qualquer reta s de а”. 


Em símbolos: 
e 


FE Phi 


Seja r YG ={Р} . Temos, em Q,areta s ео ponto P. 


Prova: 


Quanto à posição de P em relação à reta s, temos: Pes ou Р E. s. 


a) 


Se P s, temos, pelo A Pio. 
e, pela observação 1) do parágrafo 57. 2. эт ү 5. 3scaisZz о ВЕТ 


Como г 1 0, concluímos que rJ... $. Assim, temos rs” 
е s'/'s. Logo, pela definição de retas ortogonais, concluímos 
que rj. s. 


57.6. POSICÓES RELATIVAS DE DOIS PLANOS 


a) Planos Iguais ou Coincidentes b) Planos Paralelos c) Planos Concorrentes 


a / B < anb -Q. s a e В são concorrentes <> 3r|on- p... 
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57.7. FACA VOCÉ — TAREFA 54 


1. Dadas duas retas reversas a e b, tomam-se os pontos A€a e Be€b 
e considera-se os planos а= Ab e Ü = Ba. 


a) Os dois planos sáo concorrentes porque: 


Аєа 
е А 
AEB porque А.а е а. с, В р" 
ce @) (C, q) FRAGME pa эч луй ho 
Logo, А С ав E 5 


b) A reta intersecção de qe В ёа reta AB, porque A€a( e temos, que: 
Bep 


e 


e aeb são retas distintas. 


Logo, pelo postulado 12 anf ЧАЙ. 


57.8. DEFINIÇÕES 


1) 2) 


Dados dois planos concorrentes amf=r, consideremos um dos Considere o diedro a; rf, e, pelo 
diedros determinados por eles, o, rf. ponto Rer, um plano y. 

Seja, agora, um -ponto Rer e um plano y tal que y nr-(R). Seja: y (o, £81) = ARB. 

A intersecção o; My é uma semi-reta de origem R e 8, ny é Se rly podemos concluir que 
uma Semi - refa, de origem „К<. rLRA e rol RB. 

A intersecção yN (a) r 8, ) é um ángulo cujos lados são as semi-retas: Neste caso, o ângulo ARB é cha- 
CNY ем. ур e cujo vértice é o ponto IX. mado uma secção normal do diedro. 


Tal ângulo é chamado uma secção do diedro. i 


Assim, podemos definir: 
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57.9. PLANOS PERPENDICULARES 


Definição: 


Um diedro reto é, portanto, um diedro cuja secção normal é um 
ángulo reto, isto é, mede A (2°. 


Definição: 


58. TEOREMAS FUNDAMENTAIS 


58.1. TEOREMA FUNDAMENTAL DO PARALELISMO DE RETA E PLANO 


Simbolicamente: 


Para provar o teorema, devemos distinguir duas partes: 
a) a condição necessária, isto é, o teorema no sentido ==> 


b) a condição suficiente, isto é, o teorema no sentido <= 


` Prova: 
a) condição necessária 
A hipótese é que r T4 a, e isto, por definição, significa r N a = Q ; 
e, portanto rg a. 
Seja A um ponto qualquer de a. 
Como Agr, sabemos que A er determinam um plano, isto é, 


3l 4r Gabe e A. Є в 


COST CI (006066 
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eot Nt nM 


Temos as retas res coplanares, porque, 12..2.2....S520....LÇÃG E... dla. plano nae p ег. 
e rns=ó, porque .. gez Dl Sc eu. Logo, rs. 


b) condicáo suficiente 


ЕЕС 65 


А definição de retas paralelas garante que 36 |гсв е .$S.c f. 
Logo: amb=, 5 . 


rc 8 
Peg 


Mu СЫ, AU. 


Mas, como r / s, por hipótese, isto é um absurdo. Portanto, devemos ter: г / a. 


58.2. TEOREMA FUNDAMENTAL DO PERPENDICULARISMO DE RETA E PLANO 


Simbolicamente: 


Prova: 


a) condição necessária 


A so O SME П МОС ЧУ А ЧУЧУ ,....1......... s... ............b....... 


esse PI 


b) condição suficiente 


Agora, a hipótese é de que: rna=(P) e 


Para provar que rla, devemos provar que г é perpendicular .a qualquer outra reta сс а, que passa por P. 
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Para isto, faça a seguinte construção: 


1) Considere os pontos Aca e Beb em semi-planos de о, opostos 
em relação à reta c. 
Seja [C)=ABne (a existência do ponto C é garantida pelo 
postulado | [2,4 ). 


2) Considere pontos distintos Ser e S'er tais que SP е SP tenham 
a mesma medida. 
3) Trace os segmentos: AS, CS, BS e AS', CS”, BS”. 
Agora, você está em condições de provar que: 
19) ASAB=AS'AB (caso LLL) 
SA =SA porque Aca, mediatriz do SS” 
SB =S'B porque E.&.b, mediadris de 55 
AB = AB porque é lado comum. 


Logo, SAB =. S'AB 


29) ASAC=AS'AC (caso LAL) 


SA = S'A us 
SÃC=SÃC porque 5A 8.2. 5AB..6. C. AD. 
АС = AC porque ......]Q. Q...cO. mun... - 

Logo, SC =. SC. 


39) ASCS' é isósceles porque SÇ. Z. S C... . 


49) .O ponto P é médio do SS”. Logo, СР émedia.na..... 
do ASCS”. 


alr em P, 
ponto médio 
тога, de SS”. 


Logo, СР 1 85° e, portanto, c | r. 


58.3. FAÇA VOCÉ — TAREFA 55 


Prove que, se dois planos são perpendiculares e um deles contém uma reta perpendicular à intersecção, então a reta é perpendicular 
ao outro. 


Em símbolos: 


alg,ong-r 
b= rla | = ¡NA 


Prova: 
Complete a figura com os elementos da hipótese. S 
Seja аб = {в} 
Considere a reta bC de modo que: Reb e blr,  localizando-a па 
figura. 
Chamemos у o plano determinado pelas retas concorrentes a e b. 
Temos: гіа e rd b. 
Entáo, pelo teorema do parágrafo 58.2., concluímos que: ый! š B 


Mas, YN(@rfı) é ana seso normal do diedro, OQ rf, | porque 
+ гедпо e perpendicu- 


Assim, alb, alr e b,r estão em B. Então, pelo teorema do parágrafo 58.2., A 


167 


58.4. TEOREMA FUNDAMENTAL DO PERPENDICULARISMO DE DOIS PLANOS 


Em símbolos: 


Prova: 
a) condicáo necessária 
A hipótese é que а 16. 
Seja org =r e АКВ uma secção normal do diedro a,rf;. 
Sejam: a-AR e b-BR 
Complete a figura com esses elementos. 
Como ARB é secção normal de af bı, temos: 


aca e d l^ 


bc (A. e br 


"m : А => ad (pelo teorema do parágrafo 58.2.) 


b) condição suficiente 

Agora a hipótese é que За |аса e alf e queremos provar a 
que а E 2.» isto é, se aN B = r, então uma secção normal do di- 
edro o;ró, é um ângulo pe fO ....... . 

- Vamos construir uma secção normal: 

Seja ang ={R}. Então Rer porque RÉ, anf e a nB = Y. 

Seja bC 68 | Reb e blr. 

Seja Aea,, um ponto de a e Bef,, um ponto de b. au 

Complete a figura com tais elementos. 

O ângulo ARB é uma secção normal do diedro суг porque 0. 


a. aresta... r. do. died o... pex. endicular. ris 


às. telas. Q. e b... su portes...dos. lados... e 
aca e alf 
=> a lr 


Ы ARENA 


5 i * alf 
O ángulo ARB é um ángulo reto porque e m al. „Б 


58.5. ЕАСА VOCÉ — TAREFA 56 
1. Prove que se uma reta r e um plano & têm um ponto comum e são ambos perpendiculares a um mesmo plano B, então, a reta x 


está contida em Q. 
Em símbolos: 


[aprenda] efe 


18 ë 1p. ES 
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Prova: 
Complete a figura com os seguintes elementos: 


а) anB=s e rn-(R) 
b) considere, em f, a reta b de modo que: Reb, bls e b's- (A). 


с) reb sio retas, COACO X Ce JA d 6.S....... em R e, portanto, de- 
terminam um plano y de modo que: YNB=.b.- 


d) yea têm dois pontos comuns, A... e „P... Logo, ye Q tém'uma reta 
comum, .. 
Chame a essa reta: ANY= A- 
Vamos mostrar que (04504) YY é uma secção normal do diedro 015681. 
De fato, s Lb, por construção. Resta mostrar que sla. 
Mas, г1 6, por hipótese e sC ==>r dk y 
Temos, então, slr, slb, rib» (R) — s EU y. 
Então, se sl y e aCY, temos s... & 
Logo, (01581) NY é uma secção normal do diedro da P. 
Mas, olhando para o APRA, temos: 
PRA tem medida .90? porque r1 ——: A, b. 
RAP tem medida „20° porque a і b. 


2. Prove que se duas retas são perpendiculares a um mesmo plano a, então elas são paralelas entre si. 


Em símbolos: 


Prova: 
+» 
Seja rna=(R) ë sma -(s) e chamemos t - RS. 
Sabemos que tC pelo postulado |. ^9, . 
Consideremos as retas concorrentes re t e o plano B determinado por elas. 
Vamos mostrar que s está no plano f. 


Temos Bla porque 1 c. Er E ol š 


rlt porque L.N о} TR] Ret e т] 


О Е ОА A й "rre CTI d 


Se e s L Š$ 


e, portanto, r fs. 


58.6. TEOREMA FUNDAMENTAL DO PARALELISMO DE DOIS PLANOS 


Em símbolos: 


3r,sCa|rms=1P) 
& B. === 


Prova: 


a) condicáo necessária 


A hipótese é que Ll D , isto 6, an = Q 


Então, se res são duas retas concorrentes, quaisquer de o, 


temos: 
ros ó => гүр 
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b) condição suficiente 
Agora, a hipótese é que: 


3r,sCo| X. n.S.= {Р} e „ЫЙ, s O 


БЕКОВ 


Suponhamos que ое 8 não são paralelos. Então, За | ап = a. 


Temos, r, s, a, trés retas do plano a sendo res concorrentes. 


O TT 


ЛТ ЛЕКЛЕ К ТҮТТҮ 


..... 


contraria a hipótese. 


Logo, não pode existir a reta a, isto é, a / f. 


59. PROJECOES 


59.1. PROJECÁO ORTOGONAL DE UM PONTO SOBRE UM PLANO 
Definição: 


Complete a figura, com os elementos que aparecem na definição. 


Notação: ргој P =P” 


59.2. PROJECÁO ORTOGONAL DE UMA FIGURA GEOMÉTRICA 


Definigáo 
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Postulado de Euclides 
рог Pga, 3Ix|x/a 


o9 


59.3. FACA VOCÉ — TAREFA 57 


1. Considere o cubo: 


a) A projeção ortogonal do segmento A'C' sobre o plano 9, determinado por А, B, C, 


é o segmento .... AC 


b) A projegáo ortogonal do segmento AC” sobre 
c) A projeção ortogonal do segmento AA” sobre 


é 2 
d) A projeção ortogonal do ponto A sobre Q é cu ond: O... A 


2. Seja 118 e rmf=1R). 


Então, a projeção ortogonal de r sobre o plano B ¿o conjunto 


(vazio; unitário; infinito) 


Isto é, 


projg r - CR 


3. Seja s fr. Prove que Proj, s é uma reta. 


Prova: 
Considere dois pontos, A e B, de 


s e suas projeções ortogonais, А’ e B’. 


оос P У СОР ES TÍ ы 


Conplete a figura com tais elementos. 


de s'. 


Seja Proj, R=R'. Então RR Ly. 


Seja, agora, um ponto R qualquer de s e provemos que proj,, R éumponto 


Temos АА’ / ВВ’, pelo exercício 2 do parágrafo 58.5,, e seja @ o plano que 


contém AA” e BB. 
Temos @ Ly porque АА col 2 ДА! La 


een Ç PELUSA sees sonore don 


O A 


DIM 


A SA, Сту, A ве 


59.4. INCLINACÁO DE UMA RETA EM RELACÁO A UM PLANO 
b) 


a) 


r 


Se rla, dizemos que a 
reta г tem inclinação de 900 
em relação a а. 


proj, E dl 


Se tva, rf a e ria, 
dizemos que a inclinação de r em 
relação a а é a medida do ángulo 
agudo formado por г e sua 
projeção ortogonal sobre a. 


c) 


Se rca ouse r/a, dizemos que 


r tem inclinação nula em relação ao plano 


a. 
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60. EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Sequência 1 


1, Escreva, simbolicamente, uma sentença equivalente a: 


a) ae b não são retas reversas. 
b) os planos @ e fj têm um ponto comum. 
с) r é uma reta de um plano q, e s é uma reta que intercepta Q num ponto de r. 


2. Que se pode afirmar sobre a posição de a relativa а (Y, nos seguintes casos? 
a) ana-$ b) ana=a с) ang=a 


3. Duas retas reversas, r e s, podem ser ambas perpendiculares a uma mesma reta a? (Sugestão: olhar as arestas de um cubo). 
4. Duas retas, r e s, reversas podem ser paralelas à mesma reta? Justifique. E ao mesmo plano? Justifique. 
5. Mostre, com um exemplo, que se uma reta г é paralela a um plano 9, ela não é paralela a todas as retas do plano а. 


6. Sabe-se que uma reta r é perpendicular a duas retas distintas, a e b. 


а) que se pode afirmar sobre as posições das três retas, se a/b? 
b) e se aeb são concorrentes em Р? 


7. Dado o ДАВС não contido no plano q, sabe-se que as retas AB, BC e AC furam Q em 3 pontos M, N e S. Prove que es- 
ses pontos são alinhados. (Sugestão: utilizar os postulados: Pg, Ро e P13). 


8. Demonstre que num quadrilátero reverso (isto é, um quadrilátero tal que os 4 vértices nào sáo coplanares), os pontos médiós 
dos lados opostos determinam 2 retas concorrentes. (Sugestão: demonstrar que são retas-suporte das diagonais de um paralelogramo). 


Sequência 2 


Prove que se dois planos paralelos, Q e fj, são interceptados Prove que duas secções normais de um diedro são ángulos 
por um terceiro plano Y, então, se а= апу e b=BNY, congruentes. (Sugestão: utilizar o exercício anterior e o caso LLL 
temos a/b. (Sugestão: utilizar definição de retas paralelas e de de congruéncia de triángulos). 
planos paralelos). 
3) 4) 

r s 

Prove que se dois planos, & e fj, Prove que se duas retas, r e s, Prove que, se dois planos paralelos, о e B, 
sáo paralelos, qualquer reta de um são paralelas, todo plano a que interceptam duas retas paralelas, a e b, os segmen- 
deles é paralela ao outro. intercepta uma delas, intercepta tam- tos determinados sobre as retas são congruentes. 


bém a outra reta. (Sugestão: mostre 
que res determinam um plano ÜB 
que tem uma reta comum com o). 
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6. Prove que, no espaço, se г /ѕ e s/t então ret são coplanares. (Sugestão: suponha re t reversas. Considere um plano ^y 
que contém re intercepta t e utilize o exercício 4 desta sequéncia). 


7. Prove que, no espaço, se r/s e s/t então r/'t. (Sugestão: use o exercício anterior e o postulado de Euclides). 


Sequéncia 3 


1. Dado um diedro бг, traca-se por um ponto do mesmo, não pertencente às faces, uma perpendicular a cada face do diedro. 
Se o ángulo dessas duas retas é de 1200, qual é a medida do diedro? Justifique. 


2. “Chama-se plano bissetor de um A > 3. Determine a relação existente entre a 
diedro o plano que contém a aresta e o seccáo normal de um diedro e o ángulo formado 
divide em dois diedros congruentes". por duas retas concorrentes, respectivamente per- 


Prove que qualquer ponto do plano pendiculares às faces do diedro. 


bissetor é equidistante das faces do diedro. Justificar. 


Sequéncia 4 
. 1, Dados 3 pontos, P, B е S, sendo PEQ, BEQ e Sga, demonstre que, se M é o ponto médio de PS e N é o ponto médio 
de BS, entio MN é paralela a Q. 


2. Prove que, se dois planos concorrentes contem, respectivamente, duas retas paralelas entre si, cada uma delas é paralela à 
intersecção dos dois planos. 


3. Prove que, se dois planos, concorrentes entre si, são paralelos a uma mesma reta, então sua intersecção é páralela a essa reta. 
(Sugestão: utilizar o exercício 7 da sequência 4 e o exercício anterior). 


4. Dados um ДАВС е um ponto D, fora do plano do triângulo, 
toma-se: M e N, pontos médios de DA e DB, respectivamente. Prove que MN 
e a intersecção s, dos planos MNC e ABC, são paralelas. 


5. Se três planos, б, B e y, são tais que se interceptam, 2 a 2, em 3 retas 
distintas, a, b e c, demonstre que essas 3 retas são concorrentes em um único 
ponto, ou são paralelas entre si. 


anf=c anbne=[P) 
afty=b | == ou 
Bny=a а/ъ/с 


6. Prove que se uma reta г e um plano @ têm um ponto comum Р е são ambos paralelos a uma mesma reta s, então a reta 
r está contida no plano a. (Sugestão: considere o plano Ü determinado por se P e mostre que AMB deve ser 1). 


Sequéncia 5 


1. Prove que a condição necessária e suficiente para que uma reta seja perpendicular a um plano é que ela seja ortogonal a duas retas 
concorrentes do plano. (Sugestão: utilizar a definição de retas ortogonais e o teorema fundamental). 


2. Dados AP ІРО, АРІРС e PQLOC 3. Prove que, se uma reta e um plano sáo perpendiculares 
Demonstrar que AQ L QC. vs mesmo plano, eles sáo paralelos ou a reta está contida no pla- 
A А 


PQ wa 
o 
Q 
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4. Sabe-se que ABCD ё um quadrado, AA” e CC’ são 


perpendiculares ao plano do quadrado. Demonstre que as retas 


A'C' e BD” são ortogonais. 


A 


5. Dados xCQ, yCa e xMy=1P) 


tix erga 
sly e sda 


Demonstre que, se r/s, então, rla e sla. 


6. Num plano são dados uma circunferência e uma tangente t à mesma, por um ponto M. Traça-se, pelo centro O da circunferen- 
cia, a perpendicular r ao seu plano, e um plano Ú determinado por t e por um ponto Rer. Demonstre que este plano é perpendicular ао 


plano OMR. 


7. Prove que quaisquer 3 retas perpendiculares а uma reta r, por um ponto Per, são coplanares. 


8. Dados 2 planos concorrentes @ 
e f, tais que AMB=s, traçam-se, por 
um ponto А de Q, as retas alq e b 1. 

Demonstre que as retas se t, inter- 
secção de B com o plano ab, são 
perpendiculares entre si. 


9. Se a reta r é perpendicular ao 
plano Q, em P e,se y está contida em 
a, passa por P e é perpendicular a uma 
reta x de «a, então, demonstre que 
toda reta z, determinada por um ponto 
R de r e pelo ponto A, intersecção 
de x e y, é perpendicular à reta x. 


:10. Dada uma circunferência de diá- 
metro AB, levanta-se por A o segmento 
AA”, perpendicular ao plano da circunferén- 
cia, e une-se A” a um ponto C qualquer 
da circunferéncia. Demonstre que as retas 
BC e A'C são perpendiculares. 


11. Prove que todos os pontos do espago equidistantes de 2 pontos A e B, dados, pertencem a um plano perpendicular á reta AB, 
passando pelo ponto médio do segmento AB. (Este plano é chamado plano mediador do segmento AB.) 


12. Num quadrilátero ABCD, temos: АВ = АС e CD = BD. Demonstre que AD e BC são ortogonais. 
(Sugestão: considere as alturas dos triángulos isósceles ABC e BOC, pelos vértices A e D, respectivamente). 


Sequéncia 6 


1. Prove que, se uma reta é paralela a um plano Q e perpendicular a um plano 6, então o1. 


2. Se 2 retas são paralelas e uma delas é perpendicular a um plano, então, a outra também é perpendicular a este plano. 


3. Prove que se 2 retas distintas são perpendiculares ao mesmo plano, então, elas são paralelas entre si. 


4. Prove que, se 2 planos concorrentes são perpendiculares ao mesmo plano, a sua intersecção é perpendicular ao plano. 


5. “Diz-se que 2 diedros são adjacentes se, e somente se, eles têm uma face comum e as outras faces são semi-planos opostos”, 
Prove que os planos bissetores de 2 diedros adjacentes são perpendiculares. 


6. Prove que por um ponto que não pertence a um plano, existe uma única perpendicular ao plano. 


Sequência 7 


І. Dados 4 pontos, A, B, C e D, não-coplanares, prove que os pontos médios de AB, AC e AD determinam um plano paralelo ao 


plano BCD. 
28 
S. 
4. Demonstre que, se Ge B são planos paralelos e a La, então, alf. 
5% 
6. Prove que, se r@Q e rla e ala, então rfo. 
ie 


Prove que, se Qe B são paralelos; qualquer reta que fura um deles, fura também o outro. 


Prove que, se Ge B são paralelos, qualquer plano concorrente com um deles é concorrente com o outro. 


Demonstre que, se 2 planos são perpendiculares a uma mesma reta, então, eles são paralelos entre si. 


Teorema de Tales — “Um feixe de planos paralelos determinam sobre duas retas, concorrentes com eles, segmentos propor- 


cionais.” (Faça a demonstração em 3 etapas: 12) as duas retas são paralelas; 22) as retas são concorrentes; 32) as retas são reversas — para 
este caso, considere, por um ponto de uma delas, uma paralela à outra.) 
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Sequéncia 8 
1. Um diedro mede 1209. Qual a inclinação de uma reta perpendicular ao plano bissetor do diedro, em relação às faces do mesmo? 


2. Uma reta, perpendicular a uma das faces de um diedro, tem inclinação de 369 em relação ao bissetor do diedro. Calcule a 
medida do diedro. 


3. Demonstre o seguinte teorema: Se por um ponto Р, não pertencente ao plano @, tracarmos a perpendicular a @ e outras retas 
quaisquer, que chamaremos oblíquas, tem-se: 


a) a medida do segmento determinado pelo ponto P e pelo plano @ sobre a perpendicular é menor que as medidas dos segmentos deter- 
minados sobre as oblíquas. 


b) as medidas dos segmentos determinados sobre 2 oblíquas que se afastam igualmente do pé da perpendicular, sáo iguais. 


c) considerando 2 oblíquas que se afastam desigualmente do pé da perpendicular, a medida do segmento determinado sobre a mais 
afastada é maior. 


d) considerando 2 oblíquas que se afastam desigualmente do pé da perpendicular, a mais afastada tem menor inclinação. 


SÓLIDOS GEOMÉTRICOS 


61. PRISMAS E CILINDROS 


61.1. DEFINIÇÕES 


Na figura, desenhamos um dos segmentos PP'eK. 
Desenhe outros desses segmentos. 


Os segmentos PP'eK são chamados geratrizes do 
cilindro K. 


A figura B, determinada por todos os pontos P” 
também é chamada base do cilindro. 


Temos B; 02. 


(Cg) 
Desenhe В, no plano оз. 


A distância entre o; eq, é a medida do segmento 
determinado pelos planos, sobre uma perpendicular co- 
mum. Esta distância é chamada altura do cilindro. 


Represente na figura um segmento cuja medida é 
a altura do cilindro. 
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61.2. FACA VOCÉ — TAREFA 58 


l. Considere os planos f, е @›, abaixo, e as retas гү e r2 e, desenhe: 
a) um cilindro cuja base é um círculo e cuja diretriz é r4. 
b) um cilindro cuja base é um quadrado e cuja diretriz é ra. 
c) um cilindro cuja base é um triângulo e cuja diretriz é гі. 
d) um cilindro cuja base é um retângulo e cuja diretriz é ra. 


2. Um cilindro cuja base é um círculo é chamado cilindro circular. 
Um cilindro cuja base é um polígono é chamado prisma, 


O prisma será chamado triangular, quadrangular, pentagonal, etc., de acordo com o polígono da base (triângulo, quadrilátero, 
pentágono, etc.). 


Um cilindro cuja diretriz é perpendicular ao plano da base-é dito cilindro reto e, em caso contrário, oblíquo. O cilindro reto é também 
chamado de cilindro de revolução ou de rotação. 


/ # г 
€ о до ítem a) que é um cilindro circular e oblíquo porque ..SUA base е um circulo e Tem pov di ES 
^ 


362, Agr UR. AQ... 


pon-dinedi. Ar Cor; QUE. 8 pes. p 
€ o do ítem c) que é um prisa... fr ianqular У; 


ПИС S oo TI, AN: IA . 


А ^ 
€ о do ítem d) que é um „priama. quadranguiar ALLE... porque . S0 A base e um relan- 
«Golo 2и e...tem..... ar. diretriz T т 


3. Os prismas retos cujas bases são polígonos regulares são chamados prismas regulares, 
Os prismas cujas bases são paralelogramos são chamados paralelepípedos. 

Entre os prismas do exercício 1, os paralelepípedos são os dos ítens D e ...G 

O prisma regular é о do ítem , Ë . 


Polígonos regulares 
possuem lados e 
ángulos congruentes. 


4. Desenhe um cilindro reto e um cilindro oblíquo, que náo sejam prismas 
nem cilindros circulares. É 
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5. Considere o prisma ao lado e enumere os polígonos desenhados: 
ABCDE e ..A,B.S., DE. (bases) 
ABBA MEG. „5906. DEEM... „БАА. 
Todos esses polígonos são chamados faces do prisma. 
Os polígonos que não são bases são as faces laterais. 


ses S Te ed Te note nnn 


Os vértices dos polígonos das faces são chamados vértices do prisma. 


O prisma da figura tem ... | Ovértices, a saber: A, B, C 9. Е 
Os lados dos polígonos das faces sáo as arestas do prisma. PM — — — 
ie ay a) y 
— As arestas do prisma dado são os segmentos: AB, ӨС Ср, . DE LE As, АА 


DO GE PP „ЕЕ 


6. As faces laterais de um prisma são sempre paralelogramos porque AS... Sp. S... CO o S.L Os RA 
. (ver exercício 1. do parágrafo 61.2.) 


61.3. TRONCOS DE CILINDRO 


Considere um cilindro K de base B, e diretriz r: 


K=(PP | PeB,, Peq e PP'/ 


Considere, agora, um plano a, aka, tal que se 
PP'eK então PP о 5 ф. Isto 6, o plano а intercepta 
todas as gerattizes do cilindro. 


Desenhe o plano o. 
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61.4. FACA VOCÉ — TAREFA 59 


Verifique quais das seguintes figuras sáo cilindros e quais sáo troncos de cilindros. 


Y 
ü 
Ç 


(a) (b) (c) 


Y 


(d) (e) (£) 


61.5. PARALELEPIPEDOS 


Um paralelepípedo é um prisma cuja base é um ..... para lelg.- 
та то. 


DILDO 


TET, 


Logo, todas as faces de um paralelepípedo são ..... paral elo 
ramos. 


DII 


a) Considere o paralelepípedo da figura e enumere todos os segmentos 
distintos cujas extremidades sáo vértices do paralelepípedo. Por 
exemplo, com uma extremidade A, temos: AA”, АВ’, АС, AD”, 
AB, AC, AD. 
OPUS são: 85, BC BD ВА BC BAP... 


erorarcrrcroconcarsrcadorcosanaaccclaccnnonorocobacrcon corro rr төзетте crono rr rr rs rar corro rrrrr os.” 


do йер p TR AD D BB, ac. CEN y 


B AAA i үзө өө» 


sesssssscessosceoscccssccceshesosscscecsosesocosescceclssoosessssssscsosasesssssacosssesscecopesesoscsosooson 


I nr — 
Os segmentos restantes são: A D cA' DB. 
Desenhe-os na figura. 


Estes segmentos sáo chamados diagonais do paralelepípedo. 
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Elabore uma definição para diagonal de um paralelepípedo: 


Diagonal de um paralelepípedo é segmento wr deter minad Q.......... 
ponen Lies haO E pex Ken cea es... mesma. dal. - 


b) Um paralelepípedo é chamado paralelepípedo retángulo se ele é 
um prisma reto e sua base é um retángulo. 


Desenhe um paralelepípedo retângulo cujas bases são ABCD e 
A'B'CD'.. 

As arestas do seu paralelepípedo podem ser agrupadas em trés 
conjuntos de segmentos congruentes: 


(AB, S... AR. IM 
(BC, gg... AR. > AD...) 
(BB, GE... RR, AA.) 


Chamando a a medida dos segmentos do primeiro conjunto, b a medida dos segmentos do segundo e c a medida 
dos segmentos do terceiro, temos trés números reais chamados dimensóes do paralelepípedo. 


c) Considerando: 
BD: diagonal da face ABCD do paralelepípedo. 2 c' 
BD': diagonal do paralelepípedo. u 


seqosessecstesessosresessesscessssesecosqueccececsedosscseososco 


lelepipedo..retómgulo..e perpendicular * 
i a 


AAA ................................. 


бй” МО ОЕЕО ОЕ 


A м TTT 


triángulo ADB: d? = ot Ps o^ 


Observando as duas igualdades, temos: 


d) Um cubo é um paralelepípedo 7619190919... cujas 
faces são quadrados. 


As dimensões do cubo são 90015... ea fórmula da diagonal 
aplicada ao cubo fica: 
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61.6. ÁREAS DOS CILINDROS 


a) A área lateral de um prisma é a soma das áreas de suas faces laterais 
que indicaremos por Sg. 


Considere um prisma reto cuja base é um quadrado de 2 cm de 
lado e cuja altura é de 5 cm. 


Entáo, cada face lateral é um retángulo de «2. em por .S. cm. 
Logo, sua área é de 4.0. cm?. 


М PA 
Assim, So = 102. * 40 * 40. * 40 9 A St Ps 


-4—— 2 ст — 


b) A área total de um prisma é a soma das áreas de todas as suas faces, que indicaremos por S+. Se indicarmos por Sy a 
área de cada base do prisma, 


Para o mesmo prisma do ítem a): S;=40+ 2.4... CEPS 


2 
5‹=..4.Й.мал. 


с) A área lateral de um cilindro circular reto é a área de um retángulo 
cuja base é um segmento de medida igual à medida da circunfe- 
réncia da base do cilindro e cuja altura é a altura do cilindro. 


d) A área total do cilindro circular reto é a soma da área lateral e das áreas das bases do cilindro. 


entáo: 


e) Um cilindro circular reto tal que 2r=h é chamado cilindro 
equilátero, | 


Desenhe um cilindro equilátero. 


Desenhe um plano a tal que a intersecção do cilindro com o 
plano seja um quadrado. 
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A medida do lado de tal quadrado é .. ho š 


Chamando СС? a geratriz do cilindro tal que С é o centro do 
círculo da base, temos CC” ст. a. 


A área total do cilindro equilátero pode ser escrita em função de r: 


S, = 2m Qr + r) =. 


ou, em função de h: 


f) Calculemos a área total de um prisma regular hexagonal reto de 
altura 4/3 cm е aresta da base 2 cm. 
Sabemos que: 8; = «Sa, * 2.5p 
portanto, temos que calcular Sy е Sp. 


A área lateral é a soma das áreas de .£., retângulos congruentes de 
dimensões: ,2. cm por 3.2... em. Logo: 


A área da base é a área de um hexágono regular. 
Como o hexágono regular é composto de É., triángulos equiláteros, 


temos: Sp = 6 - (área do A ABO) 


2 
e área do A ABO = : ME =...) М Я, CNET n 


Sp = 0.1.3... ст. 


Assim, temos finalmente: 


Si= 4241.3. * A23... = 240.2. em? 


g) Calcule a área total de um cilindro circular reto cuja altura é o 
triplo do comprimento da circunferéncia da base, que tem 2 cm 
de raio. 


O comprimento da circunferéncia é , 2... 4.3. ct... logo, 
a altura é Д4 Mim... 


Assim, temos: — Sg- Q op Jess жон 
2 
Sp = ES uc h Es 


e, portanto, 8; = 48 T 2 + E =. RUA A ena . 


62. PIRAMIDES E CONES 


62.1. DEFINIÇÕES 
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Na figura, desenhamos apenas um dos segmentos PV eK, Desenhe 
outros desses segmentos. 


Os segmentos PVeK são chamados geratrizes do cone K. 


A distância do ponto V ao plano a é a medida do segmento 
determinado por V e o, sobre uma perpendicular ao plano o que 
passa por V. Esta distáncia é a altura do cone. 


Desenhe, na figura acima, o segmento cuja medida é a altura 
do cone. 


62.2. FACA VOCÉ — TAREFA 60 


1. Considere o plano @ e os pontos Vi, Va, V3, abaixo, e desenhe: 
a) um cone cuja base é um círculo e cujo vértice é o ponto V4. 
b) um cone cuja base é um quadrado e cujo vértice é Va. 
c) um cone cuja base é um triângulo e cujo vértice é Va. 


2. Um cone cuja base é um círculo é um cone circular, Um cone cuja base é um polígono é chamado pirâmide. Uma pirâmide será 
triangular, quadrangular, pentagonal, etc., de acordo com o polígono da base (triângulo, quadrilátero, pentágono, etc.). 


Entre os cones do exercício 1, temos: 


€ o do ítem a) que é um ..com.e...... uec lar... porque SU... DAS LL...) om... gireslo unte —€ 
€ odo ítem b) que é um come... Go dra Gula. porque Sh... DDD. CY, S. FAO... 
€ o do ítem c) que é um come... hna gy Уст... quilo. 


3. Desenhe um cone circular de modo que a projeção de seu vértice V 
sobre o plano А, que contém a base, seja o centro do círculo da base. 


+ 


Este cone é chamado um cone circular reto ou um cone de revolução 
ou rotação. j 
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4. Desenhe uma pirámide cuja base seja um quadrado e tal que a projegáo 
de seu vértice V sobre o plano a, que contém a base, seja o ponto de 
encontro das diagonais do quadrado. 


Esta pirámide é chamado pirámide quadrangular regular. 


De modo geral podemos definir: 


5. Desenhe cones que náo sejam pirámides nem cones circulares. 


By 


V 
D 


A 


6. Considere os seguintes cores: 


(a) (b) 


(e) (f) 
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e O cone do ítem (а) é um |. eme... cire ul. n... Porque ...SHA.... 09. 8$... vm... ТЕМ}... + mas não é um cone de 
revolução porque . q. Co. RRA 89... X EX L1 €... SOY €... о... Bl mO... de... Suq... S Se... 
ADA. Lc. e Rm YO... DES Te... - 

O cone do ítem ( g}, ) é um cone de revolução. 

e 


O cone do ítem (b) nào é cone circular e também não é pirámide porque . Spa... RA Se. WAR... G. e evo. @............. 
Tomo. €... meo... 6... oligo mo - 


€ Os cones dos ítens (c) e (g) são pice 99... c egulo Ces. porque Anaa DORES SÃO. peliganes...... 
LEGUMES. Cm рое со qe. ANAIS жерг... O plano de. eoo S... pa SES. 
An... S 6 AT. ICA. de... ream eC Amel S... sir am eS ri Tas. o... eS ToS. Po Se S... u... 


€ Os cones dos ítens (e) e (f) são .. CR omi des mas não são regulares porque: no caso de (e) A. 


A 2. Sobre o... Ana. de Sos PMDE NÃO. e o ceniro. desta Base. 


7. Considere a pirámide ao lado e enumere os polígonos desenhados: M 
^. ABCDE. (base) 
i AN. BAC? GD DNE LEVA 


Todos os polígonos são chamados faces da pirámide. As faces que têmo 
vértice V da pirámide são as faces laterais. 


As faces laterais são: АМ. 9. J. BMC. Суу, ЭУЕ... 

E. MA... cujo número é igual ao número de lados do polígono da base- A D 
Os lados dos polígonos que sáo faces da pirámide sáo chamados arestas 

da pirámide. Š 


As arestas da pirámide da figura sao: AB, ве , GD , DE , БА , МА , NB: NC , AD „МЕ. 8 


Os vértices da base da pirámide são os pontos: . AB, A CIE e O vértice da pirámide é o ponto aM. 


8. Se uma pirámide é regular, as faces laterais sáo triángulos isósceles. 
` 


Para provar isto, mostre que: 


A AOVB = ЛОУА 
ON. = QN. (одо... comum) 


NôB = УА UG. perpendicular aa. plano do bas e) 
89А 0.6. centeo. do. paligomo) 


Então, VB e VA são congruentes e, portanto, AABV é .1Isúsceles 


9. Se uma pirámide € regular, todas as faces laterais são triângulos congruentes, porque são triân 9% los. a e lados 


10. Se uma pirâmide é regular, a altura de cada face lateral é chamada 
apótema lateral da pirâmide e, o apótema do polígono da base é chamado 
apótema da base da pirâmide. 


Se h é a altura da pirámide, а é o apótema da base e а’ é o apótema 
lateral, o AVOF fornece a relação: 
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62.3. TRONCOS DE CONE 


Considere um cone K de base Bc o e vértice V. 

Seja 8 um plano que náo possui V tal que se PV eK, então 
Bo PV = ç. 

Desenhe o cone К ео plano B, e assinale na figura, KAB. 


O plano f divide K em duas partes. A parte que não possui 
o vértice V é chamada tronco de cone de bases não paralelas se 
ak В e, simplesmente, tronco de cone se o / f. 


Observe as seguintes figuras: 


En ES 


(a) (b) (c) (d) 
O tronco (a) é um tronco de faces nào paralelas, enquanto os demais sáo troncos de cones. 


Um tronco de cone é dito tronco de cone circular ou tronco de pirámide, de acordo com o cone que foi seccionado 
(cone circular ou pirámide) para formar o tronco. 


Assim, (b) é um tronco de cone circular reto e (c) é um tronco de pirámide regular. 


82.4. FAÇA VOCÊ — TAREFA 61 


1. Considere o tronco de pirâmide regular da figura. Ele tem duas faces 


paralelas .ABCOE.F.......... e ARA O C E... que são chamadas 


bases do tronco. 


Omara. RÃS. mas são polígonos , Sé, 
porque -são. determinados em... panes Pa na, 


MOS... merece үә Todo... eor. x eto»... co Weor- 
Aene s. u... . i 
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2. As bases de um tronco de cone circular são CL xeulo.a аа 
cujos raios пао sáo „congruentes mm . 


Considere um tronco de cone circular obtido de um cone de altura h, 
com um plano paralelo à base e a uma distáncia k do vértice. 


a) Utilize os triángulos VOA e VO'B para encontrar uma relaçáo entre os 
raios das bases do tronco. 


AVOA ^ AVO'B 


aJ ^ ^ 
pois ... 500... Triangula... CAM... QUAN Ain 
.fefrespansden A A . 


b) Chamando Sp a área da base maior e Sp a área da base menor do tronco 
do exercício anterior, complete a relação: 


3. Considére o tronco de pirámide da figura. 


a) Vale a relação: 


A A 
^ VB | VO _h 
Vale ainda: Ss = A 
VB’ МӨ se: 


A 6v0. о ABVO 


KU sas 


porque 


Logo, temos 


b) Considere as alturas dos triângulos ABO e A'B'O”, respectivamente, a e г’. 


Então vale: 
a 
y A = LEA 
orque == e unus O 25 
E dde Pk 
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c) Concluimos, agora, que: 


Sp e Sp. 
áreas de polígonos regulares 


porque — = 


62.5. AREAS DOS CONES 


a) A área lateral de uma pirámide é a soma das áreas de suas faces 
laterais. 


Considere uma pirámide regular cuja base é um -quadrado de 2 cm 
de lado e cuja altura é 5 cm. 


Cada face lateral é um triángulo ..... (& GS ce e e................. cuja 
base mede 2 cm. 


Para calcular a área de cada um desses triángulos, basta calcular 
o apótema lateral da pirámide. 


2 
a?- Q+. hé a (Tee: =26 a'- 


Logo, a área lateral da pirámide é: . Sq=4- 2 = 


b) A área total da pirámide é a soma das áreas de todas as suas faces. 


S, = Sg + Sp 


Para a pirámide do ítem a): s= 4426 + 4 = а (Гс +A) em? 


Pm... nssssoso lll il ii i a 


c) A área lateral de um cone circular reto é a área do setor circular 
de raio g е de comprimento 2rr, onde g é a medida da 
geratriz do cone e r é o raio de sua base. 


Observe que o setor circular de comprimento 27r e raio g cor- 


responde a um ángulo de x  radiànos, dado pela proporção: 


— 1-27" 


27r 


278 _ 2пг 
27 x 


*....... 


porque o comprimento total da circunferéncia de raio g, CET , corresponde a um ángulo central de 
radianos. 


A área lateral do setor circular de ángulo central x rd é dada pela proporcáo: 


2 
тр? So М 29 
E = = a == SQ = CU 


Logo, levando em conta a expressáo de x, 


187 


d) A área total de um cone circular reto é a soma da área lateral com a área de sua base. 
Assim, S= бу * Sp. 


Em função de reg, temos: S, аА П. ou 


e) Um cone circular reto tal que 2r = g é chamado cone equilátero. 


Desenhe um cone equilátero. 


Desenhe um plano perpendicular à base do cone e que possua seu 
vértice. 


A intersecgáo do cone com o plano é um triángulo eq ei] 9. lero. · 


A área total do cone equilátero pode ser escrita em função de г: 
Sanr (Za. t дс.) = DNA 
ou, em função de g: 


тоги 


f) Considere um tronco de pirámide obtido de uma pirámide triangular 
regular de altura 6 cm, comum plano paralelo à base a 2 cm do 
vértice. Sabendo-se que o triángulo da base tem 3 cm de lado, 
calcular a área total do tronco. 


Q= 
Temos: 6:210. д. em 
pou h= @. cm 
k= 2, em 
Logo, = к = 4. cm 


As faces laterais, sendo trapézios, a área de cada face se calcula como semi-soma das bases vezes altura. 


Para calcular a altura, observe que: a -= + e a altura é а-а’. 
Calcule, pois, a e а. AVO'H*: (ҮН) «(VO + (0) 
2200 S aler € УЗ 2 
a =k" T dun ) 


pois, O” é o centto de um triángulo equilátero. 


AVOH: (УН)? = (VOY + (HOY 
2 2, 
@ су, s (1 243) 
DOCTI 3 2 
pois, O é .e .cenfro...de...um..Teidagulo.eguildtero. 
Я 5 52 — à t аб, Ps Te 
Numericamente:. а? = 35 cm? => a A V3 cm 
a2 = 481 cm? — а= s. cm 
143 EN 
Logo: Һ=а-а = 2 ат = 1 V3 cm 


ООН 
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Assim, a área de cada face será: L+2 uwa 34013 om? 


E, a área lateral: 5р = JANE. cm? 


As áreas das bases são as áreas dos dois triângulos equiláteros: 


Portanto, área total: 5, = Sg + Sy + Sp assim: s- 3313 cm?. 


63. OS POLIEDROS 


63.1. SUPERFÍCIE POLIÉDRICA FECHADA 


Considere a figura geométrica que é a reunião de um número finito de polígonos tais que: 
a) 2 quaisquer dos polígonos náo estáo contidos no mesmo plano. 
b) cada lado de qualquer polígono é lado comum de dois polígonos. 


c) toda a figura está contida em um mesmo semi-espaço em relação ao plano de qualquer um dos polígonos. 


Por exemplo, considere os polígonos que sáo as faces de um 
prisma triangular: 


P, = АВС; P,-A'B'C; P,-AA'BB; 


Verifique que a figura geométrica 
K=P, о Pzu Pau Py u Ps 


see — oseese tt] tots 


tem as características acima. 


A figura geométrica assim obtida é chamada superfície poliédrica convexa fechada. 


Os polígonos da superfície poliédrica sáo chamados faces; os lados dos polígonos sáo as arestas da superfície; 
os vértices dos polígonos sáo os vértices da superfície. 


Consiga outros exemplos de superfícies poliédricas convexas fechadas, por exemplo, considerando superfícies de 
pirámides, de prismas, ou combinação de tais sólidos: 
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Chamando F o número de faces, V o número de vértices e A o número de arestas de cada superfície, temos: 


e para a superfície (a): p= >. V= EN A= ñ... 
e para a superfície (b): = o v-D. A-12 
e paraa superfície (c): F= " V 0. A =12. 


Calcule, em cada caso, o número: V - A + F. 


Para demonstrarmos a validade desta relação para toda superfície poliédrica convexa fechada, note: 


Lema de Euler: 


Demonstracáo (por indução): 
19) Verifica-se que V - A+ F = 1 vale para uma superfície poliédrica 
de uma só face. 


gun => V-A+F=1 (verdadeira) 


29) Admite-se V - A+ F=1 para uma superfície poliédrica de К 
faces e prova-se para a de k+1 faces. 


Acrescentando-se a esta uma nova face com p arestas teremos: 


m arestas coincidirão com as anteriores 


e 

m + 1 vértices coincidiráo com os anteriores. 

V,A, F 

Logo: 

p-m são as arestas livres 
e. 

p - (m * 1) são os vértices livres. 
Então: 
V=V+p-m-1 У-А+Р = 
A=A+p-m => =V+p-m-1-A-p+m+F+1 VA, F’ 
F=E+ 1 =V-A+F=1 

—. V .M. <š<%— 


1 


Teorema de Euler: 
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Seja uma superfície poliédrica convexa fechada. 
Desejamos provar que vale V - A + F = 2 
Basta retirar uma face e valerá o Lema demonstrado, isto é: p 
V-A+F,=1 
onde Fa representa o número de faces da superfície aberta. 


Então: Fa=F- 1 меле д 


Recolocando-se a face que se retirou, tem-se: 


V-At*(F-1)21—V-A*F-72 


63.2. POLIEDROS CONVEXOS 


Considere uma superfície poliédrica convexa fechada. Para cada 
face Р; da superfície, considere o semi-espaço E; que contém toda 
a superfície. 

A região do espaço que é a intersecção dos semi-espaços Ej 
considerados, é um poliedro convexo. 

Assim, por exemplo, um cubo é um poliedro convexo. 

São exemplos de poliedros convexos, as regiões do espaço deter- 
minadas pelas superfícies (a), (b) e (c) do parágrafo 63.1. 

Todos os prismas e todas as pirâmides cujas bases são polígonos 


convexos são poliedros convexos. 


Desenhe um prisma cuja base seja um quadrilátero não convexo 
ABCD. 


não. esta... KANTIA... AVIN... o. e ama... 
SEMI. €$ PAÇO... Com. relação... o... lema 
Se... SARRIA. des... pol e mos....... 
A A гт. 


g*ocossteccscostotosotosscesoóooptesoceossooosesoone 


63.3. FACA VOCÉ — TAREFA 62 


1. Um poliedro convexo tem 9 faces das quais 3 são quadrangulares e as outras são triangulares. Quantos vértices e quantas arestas 
tem o poliedro? 


A idéia é contar o número de arestas, contando o número de lados dos polígonos das faces: 


€ temos 3 quadriláteros, que contribuem com A. lados. 
ы 
€ temos 6 triángulos, que contribuem com .48.. lados. 


Entáo, temos, ao todo, 3 D lados de polígonos. Como cada 2 lados determinam uma única aresta, А = 5 . 
Entáo, aplicando o teorema de Euler, У=А- +2. => v= 8... 
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2. Um poliedro convexo tem 7 faces sendo x quadrangularese y pentagonais. Sabendo-se que o poliedro tem 15 arestas, calcular 
o número de vértices e o número de faces de cada tipo. š 


— O número de vértices pode ser calculado imediatamente pelo teorema de Euler: V= Az E x. 2... = AQ 


Para calcular x e y, usamos novamente a contagem das arestas a partir do nümero de lados dos polígonos: 


€ temos x faces quadrangulares, que contribuem com AX. lados. 
€ temos y faces pentagonais, que contribuem com ..5 y. lados. 
Logo, temos, ao todo, EAS Жө lados e o número de arestas é a metade desse número A= 42:34 
Mas, como A=15, ето... AK £g... 30. 
Como x*yz..! 7 . » temos o sistema: 
f 4x + 5y = 30 
l xt у= 7 
resolvendo o sistema, temos: x= AE ys... 


isto é, temos 5 faces quadrangulares e 2 faces pentagonais. 


Desenhe um prisma de base pentagonal e complete: 


D. 


63.4. POLIEDROS PLATÓNICOS 


Considere os seguintes poliedros: 


(a) (b) (c) 


OSEE 


tem faces rianqalaxes TQUE e faces qua dron.gu. lQ mes... : 


Olhando para os vértices do poliedro (a), vemos que a cada vértice concorrem 3 arestas. Quanto ao poliedro (b), 
existem 6 vértices aos quais concorrem , 4, arestas e 2 vértices aos quais concorrem 6 arestas. Para o poliedro (с), 


O poliedro (a) tem faces quadrangulares; o poliedro (b) tein faces + range lares e O poliedro (c) 


existem | // vértices aos quais concorrem 4 arestas e О vértices aos quais concorrem arestas. 


192 


AAA AA ЕТО а r... 77... ....... АРУ БРА 


A A ii 


ЛОТ ЛҮ Л О К К 
КҮҮ Ө ОТВЕТЕ 


ТТТ ҮЛ ТТЛ ЛЛ ЛҮ Л Т ЛТ Т ЛЛ К КК ЛТ К К 


concorrem 3 arestas - 


КҮ $esssssssssesossssosocsassessesossos 


63.5. O TEQREMA DE PLATÁO 


Prova: 


Um poliedro de Platão tem todas as faces de um mesmo tipo. Suponhamos que sejam polígonos de n lados (n > 3). 


Então, se o número de faces é Е, o número de lados de todos os polígonos é . .f. e, portanto, o número de 


arestas do poliedro é 
ADE 


Por outro lado, a cada vértice de um poliedro de Platáo concorre o mesmo número de arestas. Seja r esse núme- 
ro (logo, rz 3) eseja V o número de vértices. 


Entáo, contando as arestas, vértice por vértice, cada aresta será contada duas vezes porque, cada aresta concorre 
a dois vértices. Assim, 


2A = x. X. 
As duas igualdades encontradas permitem que se escreva Е e V em função de А: 
F=24 е у= 2А. 
п т 
Aplicando o teorema de Euler, 
V-A+F=2 


temos, em função de A, 
ае. 


Como А 5 0, podemos dividir ambos os membros da igualdade рог 2A e temos: 


ano а 


r 


i a š ў $ Ea 


Já sabemos que r>3 е n > 3. Suponha r>3 е n>3.Istoé, r>4 e n>4 


Ld Сн ш 
ou F Wes ES TL 


mm 
A 
aee 
o 
s|- 
A 


1 1 
E e 
e, portanto, = < 


o que é absurdo, porque + л i deve ser maior que 
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Logo, ou r=3 ou n=3. 


Se r= 3, isto é, M AE Engl dera n'=3 ou 4 du >: 


els 
3 
Se n=3, isto é, tpl 


Assim, temos apenas 5 VEM 


0-9 s asdf mW + re y em e r2 D, i n= Áo r- 2 


ENENEEEWEO A 
| 3 [4 [12 | 6 | 8 | octaedro | 
5 
La Г >=. m= mmm” | 


Assim, também, só podem existir 5 poliedros regulares: 


O tetraedro regular О Nega edro 
e иар хм. лга regulan... que 
AA quios. tem © faces que são... 
equiláteros. Quadra des aes 


D 


o. osfaedrc o dedecaedvo - 
E6401... A UM doit v ons 
Qu... faces ' que sáo cubo que tem Já faces 
Anamaulos quad. pia Om a 
eque te ros | regulares 


o ¡cosacdro É 
E Se que «ГАХ 


ЕОС 


es. 


aw 


Рр: 


Ve] 


d 


64. OUTROS SÓLIDOS 


64.1. A ESFERA 


A supeifície esférica é, intuitivamente, a “casca” da esfera. Elabore, baseado na definição de esfera, uma definição 
para superfície esférica. 


eese hero AS 


dis à re Can... m... pono... Q... € 3899]... Mns мше е. sinn энчи calm : 


64.2. A ÁREA DA SUPERFICIE ESFÉRICA 


A área da superfície esférica é dada por: 


Observações: 


e Deixaremos de demonstrar aqui esta fórmula visto que a demonstração, bastante trabalhosa, foge à linha proposta 
neste curso. | 


e Por simplicidade na proposição dos problemas, diremos algumas vezes “área da esfera" em lugar de “área da superfície 
esférica que limita a esfera". 


64.3. A CLEPSIDRA 


A área total da clepsidra é a soma das áreas totais dos cones que a 
compõem. Logo, se o cilindro tem raio r: 


К ОК urn 
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64.4. A ANTICLEPSIDRA 


A área total da anticlepsidra é a soma das áreas laterais dos cones, que 
compõem a clepsidra, mais a área lateral do cilindro. 


а Л Л СО 


65. EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Sequência 1 
1. A soma das áreas de todas as faces de um cubo é P cm”. Qual a medida de sua diagonal? 
2. A diagonal de um cubo mede 5 J/5 cm. Determine a diagonal de cada face e a área total do cubo. 


3. As dimensóes de um paralelepípedo retángulo sáo termos consecutivos de uma sequéncia aritmética e sua soma é 15 cm. 
Sabendo-se que a área total é 142 cm?, determine as dimensóes. 


4. Num prisma reto de base quadrada, a soma das 12 arestas 6 7 m e a área total é 2 m?. Determine as medidas de todas as arestas. 


S. Um prisma regular quadrangular tem altura igual ao dobro da diagonal da base. Sabe-se que uma das diagonais do pris- 
ma mede D cm. Calcule a área total do prisma. 


6. Um prisma hexagonal regular tem altura igual ao triplo do apótema da base. Sabe-se que o raio da circunferéncia circunscrita 
à base é R cm. Calcule a área total do prisma e a medida de uma de suas diagonais. 


7. Um tronco de prisma tem por base inferior um triángulo equilátero de 3 cm de lado contido em um plano perpendicular à aresta 
lateral do prisma. Os vértices da base superior distam, respectivamente, 5 cm, 4 cm e 3 cm do plano da base inferior. Determine a área total 
do tronco. 


8. A altura de um cilindro de revolução é igual ao dobro do raio da base. Calcule a área lateral desse cilindro, sabendo-se que sua 
área total é 180 m?. . 


9. Calcule a área de um cilindro de revolução cuja altura é igual ao comprimento da circunferência da base, sendo o raio igual a 5 m. 
10. Calcule a área lateral e a área total de um cilindro equilátero cuja base tem 26 cm de raio. 


11. Um cilindro tem 4 m de altura. Conservando-se a altura e aumentando-se de 1 m o raio desse cilindro, a área lateral do novo 
cilindro é igual a área total do cilindro primitivo. Calcule o raio do primeiro cilindro. 


12. Calcule o raio do cilindro equilátero em que a área lateral excede de 214 m? a área da secção meridiana. 


13. Calcule a área da seccáo paralela ao eixo de um cilindro de 8 m de altura e 1 m de raio, feita a 0,6 m do eixo. 


Sequéncia 2 
1. Uma pirámide triangular tem a altura igual a um lado da base. Conhecida a medida 2, deste lado, determine a área lateral da 
pirámide. 


2. Uma pirámide triangular regular tem o perímetro da base igual a 6 cm. Calcule a altura da pirámide para que ela seja um 
tetraedro regular. 


3. Uma pirámide regular hexagonal é tal que o apótema lateral a é o triplo do apótema da base da pirámide. Determine a 
medida da área total da pirámide, em função de a. 


4. Uma pirámide quadrangular regular tem apótema igual à diagonal da base: Sendo L cm a medida de um aresta lateral, pede-se 
as medidas das demais arestas, a altura e a área total da pirámide. 


5. Uma pirámide triangular tem uma face que é um triángulo equilátero de lado L cm. A projecáo do vértice oposto a esta face é o 
centro da mesma e a medida da altura relativa a ela é L cm. Determine as medidas das demais arestas e a área total da pirámide. 


6. A base de uma pirámide é um quadrado de 3 cm de lado. Uma aresta lateral é perpendicular ao plano da base e mede 4 cm. 
Determine a área total da pirámide. 
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7. Calcule a altura de uma pirámide regular de base quadrada cujo lado mede 2 m, sabendo que sua área lateral é i da área lateral 
de um prisma reto, de base e altura iguais às da pirámide. 


8. Uma pirámide quadrangular regular tem apótema da base a e o apótema da pirámide é dado por av/3 . Calcule a inclinagáo de 
cada aresta lateral em relação ao plano da base. 


9. Uma pirámide quadrangular regular tem arestas da base Ñ eas arestas laterais dadas por . Calcule a medida do 


diedro formado pelo plano de uma face lateral com o plano da base. 


10. O perímetro da base ABCD de uma pirâmide quadrangular regular de 
vértice М ё 24 m e a altura é 4 m. Calcule a distância do vértice B ao plano da face 
oposta ADM. 


11. Calcule a área lateral da pirámide que se obtém seccionando um cubo de aresta a por um plano determinado por 3 vértices 
nào contidos na mesma face. 


12. Determine a área total de um tronco de pirámide regular cujas bases sáo quadrados de 10 cm e 4 cm de lados, respectivamente, 
sabendo que a altura do tronco é de 4 cm. 


13. A que distância do vértice de um cone de revolução, de 1 m de altura, se acha uma secção paralela à base e de área igual ao 
terco desta? 


14. A secção paralela à base de um cone, feita a 84 cm do vértice, tem 10 cm de raio. Calcular a distáncia ao vértice de uma 
secção de 4,5 cm de raio. 


15. A geratriz de um cone de revolução forma, com o eixo, um ángulo de 309. Calcular a área total desse cone, sabendo-se que o 
raio é de 5 m. 


16. Calcular a altura do cone de revolução de 1 m de raio, sabendo-se que a base é equivalente à secção que contém o eixo. 


17. Um cone tem 1,2 m de raio e 0,9 m de altura. Calcular o ángulo do setor circular que se obtém pelo desenvolvimento da 
superfície lateral do cone sobre um plano. 


18. A área lateral de um cone de revolução é 1 256 m?. Calcular o raio, sabendo-se que a geratriz tem 40 m. 
19. Calcular a área lateral do cone equilátero cuja altura mede 7 m. 
20. Calcular a altura do cone equilátero cuja área lateral tem 31,4 m?. 


21. A diferença entre a área lateral de 2 cones de revolução, cujos raios são 3 cm e 8 cm, respectivamente, é 651 cm?. Sabe-se que as 
geratrizes dos cones estão entre si como 1 está para 2. Determinar uma relação entre as alturas dos cones. 


22. Desenvolvendo-se a superfície lateral de um cone de revolucáo, sobre um plano, Obtém-se um setor circular de 1359 e de 6 cm 
de raio. Calcular a área lateral. 


23. Calcular a área lateral de um tronco de cone de revolução, de 3 m de altura, sendo 2 m e 1 m os raios das bases. 
Sequéncia 3 
1. Um poliedro convexo tem 40 arestas. O número de faces é igual ao nümero de vértices. Quantas sáo as faces do poliedro? 
2. Num poliedro convexo de 28 arestas, o nümero de faces é 2 do núnero de vértices. Quantos são os vértices? 
3. Quantos são os vértices de um poliedro convexo de 8 faces, todas triangulares? 
4. Quantos são os vértices de um poliedro convexo de 5 faces triangulares, 3 quadrangulares e 5 pentagonais? 


5. Num poliedro convexo as faces são triangulares ou quadrangulares; sabe-se que o número de faces triangulares é o dobro do 
número de faces quadrangulares e que os vértices são.14. Determine: 


a) quantas faces e quantas arestas tem o poliedro. 
b) qual o número de faces de cada tipo. 


6. Um poliedro convexo tem a faces triangulares e b faces quadrangulares. Existem 6 vértices e em cada um dos quais concorrem 
Ъ + 1 arestas e 2 vértices, em cada um dos quais concorrem > arestas. Se o número de faces é 9, determine o número de faces trian- 


gulares e o de faces quadrangulares. 


7. Um poliedro convexo tem p faces triangulares e q faces quadrangulares. 13 é o número de faces e 12 é o número de vértices. 
Determine o número de faces de cada tipo. 
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8. Dado um cubo, considera-se o poliedro cujos vértices sáo os pontos médios das faces do cubo (intersecção das diagonais). 
Pergunta-se: 


a) Que poliedro se obtém? 
b) Quantas são suas faces e como são? 
c) Quantos vértices e quantas arestas tem? 


9. Dado um octaedro regular cujas arestas medem 8 cm, considera-se o hexaedro inscrito no Octaedro, cujos vértices coincidem 
com os pontos médios de 8 de suas arestas. Pergunta-se: 


a) Em que condicóes o hexaedro é regular? 
b) Quanto mede cada aresta do hexaedro? 


` 10. Demonstre que os pontos médios das arestas de um tetraedro regular sáo vértices de um octaedro regular. 
11. Prove que as arestas opostas (as que não têm ponto comum) de um tetraedro regular são ortogonais., 
12. Seccione um cubo de modo que a secção seja um hexágono. Justifique a solução. 
13. Intercepta-se um tetraedro por um plano paralelo a duas arestas opostas. Demonstre que a secção é um paralelogramo. 
Demonstre também que, se o tetraedro for regular, a secção é um retângulo. 
Sequência 4 
1. Justifique a afirmação: “Se uma superfície esférica possui os pontos A e B, o seu centro está no plano mediador do segmento AB.” 
2. Prove que a intersecção de um plano a com uma superfície esférica, se não for vazio ou unitário, é uma circunferência. 
3. Prove que, se por um ponto P, externo a uma superfície 


esférica, traçarmos duas retas tangentes à mesma, os segmentos 
determinados sobre as retas são congruentes. 


4. Uma esfera de raio R e um cone de revolução, de raio R e altura 2R, estão apoiados sobre um plano 7. A que distância 
do plano 7 deve estar um plano @/ т, para que as secções desse plano com a esfera e com o cone sejam equivalentes? 


5. Uma esfera tem 6 m de raio. Calcule a que distância do centro se acha uma secção plana, cuja área é um quarto da área do 
círculo máximo da esfera. š 


6. Calcule a área de uma esfera cujo círculo máximo tem 647 m de circunferéncia. 
7. Calcule a área de uma esfera sabendo-se que o apótema do hexágono regular inscrito em seu círculo máximo tem 75 m. 
8. Calcule a área total da clepsidra e da anticlepsidra do cilindro equilátero de raio 2 cm. 


9. Considere uma esfera de raio 5 cm e um cilindro equilátero de raio 5 cm, ambos apoiados num plano Ф. Considere um 
plano В/0, a 2 cm de а, que intercepta os sólidos. Calcule a área da interseccáo de ( com cada um dos sólidos. 


VOLUMES 


66. PRELIMINARES 


66.1. A FUNÇÃO VOLUME 

Consideremos o conjunto €) de todos os sólidos geométricos. Este conjunto contém os cilindros, os cones, 
os poliedros, as esferas, etc... . e todas as combinações desses sólidos. 

O volume de um sólido KeS? é um número real veR que associamos a K. 


Logo, o volume, é uma. funca de Q em R. vof — R 


*....... 
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Esta associação não é arbitrária. Ela deve obedecer algumas regras, as quais definem a função volume. 


66.2. FAÇA VOCÊ — TAREFA 63 


1. Considere os dois cubos Ki e Кз de aresta unitária, da figura. 
Pelo ítem (d) da definição: v(K1)=.4. v(K2) = A.. 


Por outro lado, Kı NK2 = „BE E.B! e, como o quadrado — BEE'B' 
não pertence ao conjunto X2 dos sólidos geométricos temos, pelo ítem (c) da 


denis UK ar (Ka). dar Ка)... 


Logo, conclufmos que o volume de um paralelepípedo retángulo de 


dimensões „2, .4., „1. é .2.. 


2. Considere um cubo К de aresta unitária e bases ABCD — A'B'C'D' 
е o plano Q determinado por BB'D'. Pela figura determinemos: 


&NK = ABB D O: 


O plano @ divide o cubo em dois ,. pcismmas. ..Tetos de bases 
triangulares. Chame Ki e Кә esses prismas. 


É fácil ver que eles são congruentes. 
Então pela parte (a) da definição, v(Ka) ze K 2) 


ООСО 


1 L 
y Por outro lado, Ki ЙК =... BH PP; , e esta intersecção 
.0...pex- TG. c€. ao conjunto LL 


Logo pela parte (c) da definição: 


Como K = Ку UK, temos, pela parte (d) da definição, v(K; UK) = TA 
Por estes três resultados concluímos que: v(K1) = -— r e v(K2) = + š 


3. Considere os paralelepípedos retângulos da figura onde a, b e с são números inteiros. 
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4. Generalizando o exercício 3, vocé pode definir. 


O volume de um paralelepípedo retângulo K, de dimensões a,b, c é: v(K) = be 
agora estamos considerando a, b, сЄК e nào, necessariamente, números inteiros. 


5. Considere um paralelepípedo retângulo К, de dimensões a, b, c.- 


Chamando Sp a área da face escolhida como base, e h a altura relativa a essa base, temos que: Sp = G. b h-C 
Por outro lado, v(K)= A.b.c.... 
Logo, em função da área da base e da altura do paralelepípedo, temos: v(K) = Sp Š h 


66.3. O PRINCIPIO DE CAVALIËRE 


Consideremos um prisma constituído de uma pilha de N cartóes 
retangulares. 


Suponhamos que cada cartão tem dimensão a por b e es 
` pessura c. 


Logo cada cartão é um paralelepípedo retângulo e seu volume é: 


O volume do prisma K,, formado pelos cartões é: 
v(Ki)- N..a.b.c 


DM 


O que determina, neste caso, o volume do sólido é o número de cartões e o volume de cada cartão. 


O princípio de Cavaliére se baseia nesta idéia intuitiva. Ele pode ser enunciado: 


200 


66.4. FACA VOCÉ — TAREFA 64 


1. Considere N cartões retângulares de dimensões a eb 
e um prisma K; formado por eles. 


Considere também outros N cartões em forma de triângulos 
retángulos cujos catetos medem a e 2b e um prisma K2 formado 
por eles. 2b 


Suponha que as espessuras dos 2N cartões são iguais. b 
A área da base de Kı ё S1 =G....D.. ea área da base de 
K; ё 5 =.Ə....D.. ` a s 


PILOTA ELM 


poque qualquer... quee o plano B, сы] Teremos DL S UNE 


67. CÁLCULO DE VOLUMES 


67.1. O VOLUME DOS CILINDROS 


Considere um cilindro qualquer, cuja base tenha área igual a um número S dado e cuja altura seja um número h dado. 


Este cilindro pode ser de vários tipos: prismas, cilindros circulares, etc. . . Desenhe três cilindros diferentes com 
tais características, por exemplo, de bases triangular, quadrangular e pentagonal. 
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Considere agora um qualquer desses cilindros, K,, (por exemplo, um prisma oblíquo cuja base é um pentágono) 
e seja œ о plano que contém sua base. Seja K, о paralelepípedo retângulo que tem essas mesmas características, com 
base no plano œ e no mesmo semi-espaço que contém K,. 


Complete a figura: 


As bases desses prismas são polígonos de áreas Sı = $, e 5, = S5, respectivamente. 


Considere um plano 8/a à distância k < h de o, no mesmo semi-espaço que contém ambos os prismas. 


BNK, éum RENAROMO...... congruente a. AB D. 
ВК, éum, CETAMANIAS....... congruente a ABCR... 
A área de BNK, é 5 A área de BNK, é Э, 


Se B/a está no semi-espaço oposto ou se 8 está a uma distância k > h, do plano o, 
ВК, =. Bn K, = „Ф. 
O volume do paralelepípedo retángulo é: vK)=.. 5h 


Pelo princípio de Cavaliêre, v(K;) = v(K,). Logo!  wK4)s5...5.. 


O volume de um cilindro de área da base S e altura h é dado por: 


67.2. FACA VOCÉ — TAREFA 65 
Calcule o volume do cilindro equilátero cuja secção que contém o eixo 
tem 4 m? de área. 


Como, o cilindro é equilátero a secção que contém o eixo é um 
pr AICA cc de lado „h. š 
Como a área desta secção é 4 m? ===> 4 m? = b. h.. = > = 


=>h= V4 = & ..... 
Ainda, h= 2r —> r= + im 
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67.3. CONES EQUIVALENTES 


` Considere cones cujas bases tém áreas S, dada, e cuja altura é um nümero h, dado. 


Desenhe quatro cones diferentes com tais características: (pirámides, cones circulares, etc. . . . ) 


Considere agora dois desses cones, K, e K;, tais que suas bases estejam contidas em um plano a e ambos estejam 
no mesmo semi-espaço em relação a a. 


Complete a figura: 


Seja у / а um plano que está по semi-espaço-que contém ambos os cones e a uma distáncia k « h, do plano o. 


y MK, é uma figura geométrica cuja área chamaremos si. А relação existente entre a área S, da base do сопе 
K, es, é: (ver ítem 67.2). 
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67.4. VOLUME DE UMA PIRÁMIDE TRIANGULAR 


Considere um prisma triangular K, com área da base S e altura h. 


Podemos cortar este prisma de maneira a obtermos trés pirámides triangulares, K,, K,, K3, 


(K) 


do seguinte modo: 


a) Consideremos as pirámides K, e K,. Seja AA'C'C a base de К, e seja S; `a área desse triángulo. 


Seja AACA’ a base de К, eseja S, a área desse triángulo. 


Logo, pelo ítem anterior, v(K,) = (К). 


b) Consideremos as pirámides К, e K3. 
Seja AA'B'C a base de К, eS; a área desse triángulo. 
Seja ДАВС а base de Кз e S} a área desse triángulo. 


oossoo A TA e 


> bases... de um aet 


ama. 


BC e. ABC. 


! 
As alturas de К, e K; são iguais porque ambas são a distância entre os planos paralelos E. 
Logo, pelo ítem 67.3.: К.) = 1 (Ka) 
c) Os ítens a) e b) nos permitem concluir que todo prisma triangular pode ser decomposto em . 4 тё... pizám ides 
.Ariangulaxes........ de igual. Y 0]utme........ 
d) Como K-KiUK; UKs, temos: МК) = y (Ka) .v(Ka)* ук») 
Por outro lado, como num prisma de altura h e área da base S: v(K) = $ - h. 
Logo, v(K,) =v(K2) = v(Ks)= dE 
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67.5. VOLUME DE UM CONE 


Considere um cone qualquer К de altura h e área da base S. Seja K’ uma pirámide triangular com as mesmas 
características, cuja base está contida no mesmo plano a da base de К e, no mesmo semi-espaço em relação a a. 


Complete a figura (As áreas das bases sáo iguais e as alturas também) 
Pelo ítem 67.3, temos: 


A 
ЧК) =. К) | N 
e pelo ítem anterior h 
i 
Кў= SN 
ld су 


O volume de um cone de altura h e 
área da base S é: 


v S. №. 


67.6. FACA VOCÉ — TAREFA 66 


1. Calcule o volume de um cone de 8 m de altura e 10,5 m de raio. 


O volume de um cone de altura h e área da base S é: у =+ Sk Ms. 
A área da base S= хо. => S -340 A85... m. 
Como h = 8 m, temos que: у= ES g.. 335,185... => = AA. 


2. Determine o volume do tetraedro regular de aresta 2. 
Seja ABCD o tetraedro regular e AH, a altura. 


A área S da base é dada por: 


Para se determinar a altura h em função de Ñ tomamos o AABH, 


onde BH= + BM, pois Н é o baricentro (ou ortocentro do ABCD). 


£43 


Como BM- ES (altura do À equilátero em função do lado) 
"NES so ke a [RES 3 E 
ES UNS з. 
No AABH, temos que: (AB)? = (АВ)? - (BH)? 
B g = - g? 24° de 
"e en з-с ox 
2 
Como v S h => TET C š Lye" 


67.7. VOLUME DA ESFERA 


67.7.1. Considere uma esfera К, de centro C eraio К, apoiada em um plano a. Considere também, um cilindro 
equilátero de raio К е cuja base está contida em а, no mesmo semi-espago em relação a a que contem a esfera. 
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Complete a figura: 


Desenhe a anticlepsidra K’ do cilindro 


Rer eon em ed e Si dro... a 
Se um plano f/a está a uma distância 
h>R do ponto C, AN 


воке R., —8nk-gi EAN la 


Se y/a está a uma distância h<R do 
ponto C, 


YynK éum .sirenlo....... de raio r. 
A relação entre o raio do círculo intersecção, r, 
e o raio da esfera, R, pode ser encontrada através 
do teorema de Pitágoras: 


Du gw 


Logo, a área de ynK é: 


ҮП К? é uma coroa circular de raios R er. 
Observe que г’ eh são as medidas dos catetos 
de um triángulo retángulo. Este triángulo é isós- 
celes porque é semelhante ao triángulo MAB. 


Logo, r = h 


...... 


DIDI 


Observamos, portanto que: S = 5, 


para todo plano y/a que intercepta a esfera e 
a anticlepsidra. 


Assim, pelo princípio de Cavaliére, 


67.7.2. O volume da anticlepsidra é o volume do cilindro equilátero menos o volume da clepsidra. 


Temos: 2 3 
volume do cilindro: TR Wa -2R-2TR 


volume da clepsidra: 


67.8. FACA VOCÉ — TAREFA 67 


l. Determinar o volume de uma esfera cujo diámetro mede 6 cm. 


vel lc cai ut cipa O A ТЕ c a imr ELA 
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2. Um cone equilátero está inscrito em uma esfera de raio 2 m. Calcule o excesso de volume da esfera sobre o volume do cone. 


68. EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Sequência 1 


А 


1. О volume de um prisma de 6 cm de altura; е сија base é um triángulo equilátero, ё 500 cm?. Calcule a aresta da base. 


2. Um prisma hexagonal regular tem 36 cm? de volume e 48 cm? de área lateral. Calcule a altura e a aresta da base. 


3. Sáo dados um prisma quadrangular regular e um prisma triangular regular de mesma altura e, ambos, com aresta da base de 3m. 
De quanto se deve aumentar a altura do segundo para se ter um prisma equivalente ao primeiro? 


4. Um prisma triangular regular tem altura igual a V3 dm. Calcule o volume, sabendo que este é expresso pelo mesmo número 
que a área lateral do prisma. 


5. Determine a área total de um prisma triangular regular cujo volume é 4 J/3 cm?, sendo a altura = do perímetro da base. 


6. Um cubo de aresta a é tal que o quadrado da diagonal, a área total e seu volume sáo termos consecutivos de uma sequéncia 
geométrica. Determine o valor de a. 


7. Em um prisma triangular oblíquo, a aresta lateral tem inclinação de 609 em relação ao plano da base. O triángulo da base é 
equilátero e seu lado tem a mesma medida da aresta lateral, 3 m. Calcule o volume do prisma. 


8. Em um cilindro de revolução de 157 m? de volume, a altura é o dobro do diâmetro. Calcule a área lateral. 


9. O volume de um cilindro é 144 cm?. Se, conservando-se a altura, aumentar-se o raio de 1,5 cm, e volume aumenta de 112 cm?. 
Calcule a área lateral do primeiro cilindro. 


10. Dois cilindros têm, ambos, 1 m de raio, e o menor, 2,5 m de altura. A diferença entre suas áreas laterais é 1,57 m?. Calcule a 
diferenga éntre os volumes. 


11. Em um cilindro equilátero está inscrito um prisma hexagonal regular. Determine a razáo entre a área total do cilindro e a 
área total do prisma. 


12. Um cilindro de revolução de 10 cm de raio da base foi cortado por um plano paralelo ao seu eixo e distante 6 cm dele. 
Sabendo-se que a área da secção feita por este plano, é de 80 cm?, pede-se: 


a) a altura do cilindro 
b) o volume 
c) a área total. 


13. Dado um retângulo de lados de medidas a e b, considera-se o cilindro gerado pela rotação do retángulo em torno do lado que 
mede a, e o cilindro gerado pelo mesmo retángulo, quando gira em torno do lado que mede b. Determine a razáo entre os volumes e a 
razáo entre as áreas totais dos 2 cilindros. 


Sequéncia 2 
1. Numa pirámide hexagonal regular, a área lateral é 10 vezes a área da base, cujo lado mede 3 m. Calcule o volume. 


2. Numa pirámide hexagonal regular de 4 m de altura, a secgáo paralela à base, feita a 1,5 m do vértice, tem 1 m? de área. 
Calcule o volume da pirámide. 


3. Calcule a aresta do tetraedro regular cujo volume é 18 NEN mê, 
4. Determine a medida da aresta do octaedro regular cujo volume é 471 em. 


5. Um tetraedro regular SABC, de aresta igual a 4 m, é cortado por um plano que passa pelo vértice. A e pelos pontos De E, 


situados respectivamente sobre as arestas SB e SC. Sabendo-se que SD=SE= + SC, calcule o volume da pirâmide ASDE. 
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6. Uma pirámide quadrangular regular tem volume igual a 64 m? e o lado da base tem 8 m. Calcule a distáncia do centro da base 
a uma das faces laterais. 


7. Um tronco de pirámide hexagonal regular tem as arestas das bases de 4 cm e de 2 cm, respectivamente. A aresta lateral do 
tronco mede 5 cm. Determine o volume do tronco. 


8. Um tronco de pirámide, de bases quadradas; tem volume de 14 m3. Sabendo-se que os lados das bases medem 1 m e 2 m, 
calcule o volume da pirámide formada pelo prolongamento das faces laterais e a pequena base. 


9. Uma pirámide quadrangular regular com 224 cm de altura foi seccionada por um plano paralelo à base e distante do vértice 
i da altura. Ache o volume do tronco de pirámide resultante, sabendo que o perímetro da seccáo é 180 cm. 


10. O volume de um tronco de pirámide de 8,27 m de altura é 140 m?. Uma das bases tem 20 m?. Calcule a área da outra base. 


11. O volume de um tronco de pirámide regular é 41,54 cm?. As bases sáo quadrados de 3,1 cm e de 2,2 cm de lado. Calcule a 
aresta lateral do tronco. 


12. O volume de um tronco de pirámide regular 6.64 cm? e as bases são triángulos equiláteros de 5 cm e de 7 cm de lado. Calcule a 
altura do tronco. 


13. As arestas laterais de um tronco de pirámide regular medem 1 m e as bases sáo quadrados cujas diagonais medem 1,6 m e 2,8 m. 
Calcule o volume do tronco. 


14. Calcule o volume de um cone de 8 m de altura e 10,5 m de raio. 
15. Calcule o volume do cone, gerado pela rotação de um triângulo retángulo de catetos 6 m e 8 m, em torno do cateto maior. 
16. Calcule o volume do cone equilátero cuja área lateral é 9 т2. 


17. Um triángulo retángulo é isósceles, ao girar em torno de um dos catetos, gera um sólido cujo volume é e тз. Calcule a 
medida da hipotenusa do triángulo. 


18. Num cone de revolugáo de 10 m de altura, a área da base excede de 216 m? a área de uma secção paralela à base, feita a 2 т do 
vértice. Calcule o volume do cone. 


19. Um quadrado de lado a gira em torno de um eixo que passa por um de seus vértices e é paralelo à diagonal do quadrado, 
que náo passa por esse vértice. Calcular o volume do sólido gerado. 


20. A base de um cone de revolução está inscrita na base de um prisma quadrangular regular e seu vértice coincide com o centro 
da outra base do prisma. A área lateral do prisma é ES da área de sua base e a altura é de 12 dm. Calcule o volume e a área lateral do cone. 
Sequéncia 3 


l. A intersecgáo de um plano com uma esfera é um círculo de 14 dm? de área. Sabendo-se que o plano dista 2 dm do centro da 
esfera, determine a área e o volume desta. 


2. O volume de uma esfera é 2887 m3. Calcule a área da esfera. 
3, Calcule a área e o volume de uma esfera inscrita em um cubo de 216 m? de área total. 
4, Determine a área da esfera circunscrita a um tetraedro de aresta a. 


5. Dada uma esfera de raio R, circunscreveu-se a ela um cone equilátero e um cilindro equilátero. Determine as seguintes razões: 


a) Entre o volume do cone e o da esfera; 
b) Entre o volume do cone e o do cilindro; 
c) Entre o volume da esfera e o do cilindro. 


6. Um cubo, inscrito numa esfera, tem área total S. Exprima a área da esfera em função de S. 


7. Um copinho de sorvete é um cone de 10 cm de altura e 4 cm de diámetro na base e tem, colocadas, 2 colheradas esféricas de 
sorvete, também de 4 cm de diámetro. 


a) Se o sorvete derreter no cone, haverá transbordamento? 
b) Quanto sobra ou quanto falta de sorvete? р 


8. Um prisma quadrangular regular está inscrito em uma esfera de raio R. Sabendo-se que a aresta lateral do prisma é igual ao 
dobro da aresta de sua base, calcule a área total do prisma em função de В. 


9. Num cone equilátero está inscrita uma esfera e nesta esfera, um cone equilátero. Demonstre que a área total do cone menor é 
igual a quarta parte da área total do cone maior. 


10. Dada uma esfera de 20 cm de raio e umponto P a 40 cm do centro da esfera, considera-se o cone de vértice P, cujas 
geratrizes tangenciam a esfera e cuja base é o círculo determinado na esfera. Pede-se o volume da parte do cone que não está contida 
na esfera, 


11. Calcule o volume do sólido compreendido entre o cone de revolução de 8 cm de altura e 6 cm de raio, e a superfície da 
esfera inscrita, 
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RESPOSTAS 


3.3) a, = 16 b)a = 2 


4 


4а) Si) == 3-27 - 1]. b) So = 16- [(- 1)" 


с) a, = 81 


at 98,23Q!'5-1) 


CAPITULO 1 
O PRINCIPIO DE INDUCAO FINITA 


Sequéncia 1 


Demonstrações 


CAPÍTULO 


2 


SEQUÊNCIAS 
AS PROGRESSÕES ARITMÉTICAS E GEOMÉTRICAS 


Sequência 1 
1:3)12:02;9, 1,138)... 3) 
E 7 EL 
0)1=(3,2,5,4, 7,... ) 
d)1=12,48,16, 32, 5.07) 


nt а 
e l=iz7, LE 3e) 
f) I=(-1,1,1,-1,1,...) 
pIs[(-h11 1-47 


xb 1 1 
Bist. d bae) 


24)a;710 — t)a-64 с)ау= 57 — da- HE 95-4 
f) a, 218 0 а= 1 
3.a) 1=(4, 8, 12,16,... } 9)1=13,4 1,7...) 
у, Ф.Ф, qe peg 
f) I- (2, 10, 10, 18, 18,... ) 
91-CLo 4, 4, 2$...) 
$15122, 3€, Doo) DIS. $. go do 
Sequência 2 
La) ау = 128 b) 2100 =-148 DITE 2 
d) a17 =-30 €) aso = 144 
2a) n= 16 b)n=22  c)n-37  d)n=12 е)һ=24 
3.3) r 23 p)r=7 c) r= 1,2 d) r=0,1 
4а) a, 28 b)u-l8  ca-56  d)as-2 
5.a) Sa = 420 с) Sioo = 250,5 
b) Sa = 288 d) S =+ Qa+n-1)n 
6.a)r=2 b) r = 0,5 c) r= 0,1 
Sequëncia 3 


l. aa=5 e a$,223 


3. a; - аз = 60 

4. 128 

$. ар =3, 1=4, (3,7 15, 41923.2155 
6; (-2, 1, 4,4100222) 

7. r22, a, 213 e $,9,-220 

8. 7500 

9: (1:12, T1, 22; 27, 32,312) 


10. а 233 e S, 2-72 


Sequéncia 4 
La) as =3-(=5) b) a; = 10: ($)$ 


e) aro = 2: (3)* 


2,2) n= 9 b)n-6 


2. a 217, r=-2 е ajo --1 (19 termo negativo) 


c) n= 10 


10. a= + (AO DARE y 2 — (60,24, $... 


Sa) lim Sy» É b) lim Sp=2 c) lim S = 81 
no no поо 2 
e Ps JE ж 
6.3) 1 35% b) 3 933 
Sequéncia 5 
1. q=3, а= 2 ou q--3 a - 
2. аз =+ a 
- S6 140 _ 350 875 
3. (8,20,50,125) ош (PH, 139 ,- 39 , $8) 


4. a=3 e q=-2 


5. q=2, а = — Se= 315 


7. 6:5: 3$ s (335) ош (5;5-(105);5-(105у;...) 


че 


CAPITULO 3 
O BINÓMIO DE NEWTON 


Sequéncia 1 
1.a) 32x + 80ax* + 80a? x? + 402? x? + 10a*x + a* 


6 _ 78x5 4 ^na 1S 5. 3 ДЕ 
b)64x* - 78x* + 60x 20x + Ф x 8 Xt 64 


c) 1 - 7a + 21a? - 35a? + 35а* - 2135 + 72% - a? 


а) 2 xo 3 x + 20 e т + 136 „е. 243 х 


243 2 32 


2a) - e ? 


3.a) não tem 


b) -144x!! - 


b) não tem c) não tem d) não tem 


Sequência 2 


1 par — 1 termo médio. 
ímpar — 2 termos médios. 


Ane sies (даш) 

о) * (0) * (D+ (8) + (+ (9) + (6 
» (9-0*0-Q*0-Q«O-( 
ee уы 


2 
5a) (1) (2) (3x)* b) (7) ear e (2) eco 


3.a) 


б.а) x? + 9x? + 26x + 24 
b) х? - 9x? + 26x - 24 
c) x? + (a + b + c)x? + (аЬ + bc + ac)x + abc 
9) х* + (a + b + c + d)x? + (ab + ac + ad + bc + bd + cd)x? + 
+ (abc + abd + acd + bcd)x + abcd 


7. Ав] B=a+tb+c+...+m+n C=ab+ac+...+mn 


soma dos produtos dos elementos de todas as combinações 2 a 2 do conjunto 


(a,b,...,n). 

М = soma dos produtos dos elementos de todas as combinações п-1ап-1 do 
conjunto (a,b,...,m;,n). 

N=abc...mn. 
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CAPÍTULO 4 


ANALISE COMBINATÓRIA 


(M-1)!2+r!r-2 
8. 3i 


816-4 
> 10! 


= 5 
15 


1 
10. $ 


Sequéncia 1 
1. 201600 7. 840 
2. а) 36 , Б) 36 8. 27720 
3. 960 9. 20-15 - Caa, 3 2 20 x 15 x 12341 
4. 1440 10. a) 34650 . b) 16632 
: 15 20 
ОЈ 9 c) 924 d) 27720 
6. 1260 
Sequéncia 2 
l. С»: =36 8. 2300 
Cao, - 20-170 9. 30x29 x 28 x 2675 
2 i m 10. 720 
pow e m9 A d b) 180 
as . а) ) 
5. 2598960 13:196 
6. 260 b) 10 14. 441 
7. 252 15. 104 
Sequéncia 3 
1. 182 7. 5333280 
30! 70! 8. 47 
2. 1 ' 
m ik 13! 571 » 2 
321 
3. gn 10. 462 
11. a) 720 Ы) 240 с) 48 
4. п=3 š 
5.8 "EL 
6 32 ` [2x6! x 6! = 1036800 
Sequéncia 4 
"L 6 9. Demonstração 
2. а) 14 b)4 033 10. 7 ou 14 
3. а) 30 b) 10 c) 36 1. 97 b) m 
s 12. p=2 e K=17 
е р= е = 
5. а) gif 5) 9. с 13. Identidade 
6. 3600 14. Demonstração 
7.21 b 12 15. An!) 
8. a) 120 b) 186 16. n=6 
CAPÍTULO 5 ` 
TEORIA DAS PROBABILIDADES 
Sequéncia 1 
1 2 3. 4. 
Sequéncia 2 
4 365 - 364. . 6 
El и. 1% =0,71 
13 (365)? ° 
2 3 
203 Dus psu Ma 
° 2 32 $T S 
3. a) + DE 
y 2 
T E 13. а) 2 
4 а) + b) 5 25 
s, 20. 19 _38 b), 49 
ОЗО. * 199,787 - 50 
1 
6. 5 gL 
AC P ES 
Do RNC ж = 
Eso 05103125 


CAPÍTULO 6 


MATRIZES E DETERMINANTES 


Item 39 
Sequéncia 1 


2 0 0 
1. (o E O 
y o 1 


3. É matriz linha ou matriz Coluna, com p elementos, porque se p é primo ele só 


aude t. 7) 
PENSA 1 


- pode ser escrito na forma p=px1, ou p=1Xp. 


0 .2 -3 
5. ( k 3 
š -1 2 0 


1 1-3 
6. {А = (: 2 0 
"kem 3 


8. 3x1, 


sa (a) 
кә (1 DO) 


DIE 


nos 
$ Ba] = S: 
d n 
Ne 

7. Demonstração 


‚2 й) 


5, 
“ч. 
O-= 
nom 
o d 
B 
ua 
N< x 


Item 42 
Sequëncia 1 

1.a) -3 b) 6 c) 192 

2.а) -120 b) x? - y? c) 0 d) -37 

3.a) 0 b) 3 c) 0 4)0 

4. Demonstração 
Sequéncia 2 

Сафар, m as 

-sena cosa senb cosb 

3. Demonstração 

4a)x=10t4 V5  .b)x-0 x= c) x25 

5. me 29 7^ 6. (1,2,3) 7. Demonstração 
Sequência 3 

1. à 2 An x2 Aya 2-1 A2 =4. А =1 
Qa "gres L, st 23 

i» SI 2) v (i -1 2) 
1:103 à 903 
Item 44 
Sequéncia 1 

La) ФАТ b) dA? c) A" «> de, d) E > 


2 det АЗ =--4 
Sequéncia 2 
La) X- A=B 


(X-A)- A! =B- A"! 

X-(A: A! )2 B. A"! 

X: = B- A! 

= В.А! 
C)A:X* B-A 


A-X* B- B-A- B 
A-X=A-B 


A! -(A- X) 2 А" - (A - B) 


(A! - A)- X 2 А. (A - B) 


X=A!.A-A!.B 


X=I-A!.B 


4а) (5) - C) b 
Аел 
6. eq. matricial ( 5 

1 


7a)xz1; y=2 


s Ж, 
3. det A! = 32 


b) X-(A + В)=1 


[X- (A + B)] - (A + Ву! = 1- (А + В)! 
X- [(A + B)-(A + B)!]- (A + Ву! 


X: I- (А +В)! 
X=(A + B)! 


d)2A-X=A 
(А -X)=A 
ucl. 
А-Х= А 
АЗ (A-X)= At (IA) 


(А.А). Х= 1 (АЗ - A) 


= 
A 
So- 
1 

Lo 
- оо 
ә 


2. = E. 4 
7 T J 
a k ME 
e S3 7T 3 
A q. S 
7 T. d 
-3 0 0 
9| i 
-$ a 2 
1 
d) 


Е 


voe шю 
о 


c) Demonstração 


b) x=-12; y=11 


b)x=1; ys0; z-2 


CAPÍTULO 7 
SISTEMA DE EQUAÇÕES LINEARES 


Sequéncia 1 

modb = Ш. 
1.a) x= s; yug 
b)x=4; y=0; 
s) x= l; y=2; 
d)x= 1; y=2; 
2.a) x= 1; y=2; 
b)x= 4; =-1; 
c)x=7; =-7; 
d) x= 5; y=3; 

ze zd 
3.a) x= 2 y= 3 
b)x= 1; y=2 
ç) x= 3; y22; 
духа 1; у= 2; 


е) Sistema possível indeterminado. 


Sequência 2 
la) x= l-z; y=t=2-1 
b)x=-42 - zy у= 32 - 5; 
с) х= 11; у= 5; 


d) Sistema impossivel. 
e) Sistema impossível. 


t= 102 - z) 
z-0 


2.2) x = 6; 


b) Sistema impossível. 


y=-3; z=0 


c) Sistema indeterminado. x-6- 52; 


Sequéncia 3 
La) p + (3, 14) b)ps (l2 SYLT 
findeterminado: K=9 
2.a) Det A=0+. b) Det A = 0; determinado YK 
| impossivel: K+9 
с) det: К=-1 d) det: Кж {1,-3} 
ind: $K id: К={1,-3} 
imp: K=-1 imp.: ак 
3.a) det.: К=11 c) det: Ks- 4 


ind.: K=- 


3 
2 
imp.: K=-3, pz (3, 443 } 


2 
4а) det.: mssl b) det.: зе m + {0, 1) 
ind: т=+1; р=1 ind: se m=0 
imp: m-*l;pzl imp.: Sm 


CAPÍTULO 8 


GEOMETRIA 
PROPOSICÓES FUNDAMENTAIS 


Item 56 
Sequéncia 1 


1. 4 


2. Sim. Figura geométrica é qualquer conjunto de pontos. Pode ser convexa, porque 
os segmentos determinados por A, B, C, Р podem estar todos contidos em F. 


“ces 01) CRM 


cóncava convexa cóncava cóncava 


4. Só será convexa se eles forem coincidentes. 


5. 3 planos; há 3 conjuntos de 3 retas, 2 a 2 concorrentes. 
6. subconjunto de um plano. 


Sequéncia 2 


Demonstrações 


PARALELISMO E PERPENDICULARISMO 


Item 60 

Sequência 1 
1.a)anb=[(A) bJanf=1M) c)rca, snr=(N) 
2a)a/a baca c)aca e acf 


3. Sim, pois pela figura 


4. Мао; por absurdo, 3a/r e a/s=>r/s. 


Ao mesmo plano, sim. res estáo em planos paralelos entre si, portanto podern ser 
paralelos a uin terceiro plano, 


5; T4, sca 


r#t, tca 
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б.а) a, b, г estão no mesmo plano 


гіа => 3la|rCa e aca 
rib => 3la'|rca' e bca’ 


tcana’ 
aca 
bca 
ajb 


=> о = о’ (poisse а е а’ sgo concorrentes => rfa e r4b) (absurdo). 


b)a, b, т não estão no mesmo plano 
anb=(P) => 3lalaca 
rla, rlb e 


7. e 8. Demonstrações 
Sequência 2 
Demonstrações 
Sequência 3 

1, 600 


3. A relação existente entre a secção normal de um diedro e o ángulo formado por 2 retas. 


concorrentes é L. 


e bca 


rca => ab (absurdo) 


2. Demonstração 


2 
Sequência 4 Sequén "1 7 
Demonstragdes Demonstrações 
Sequência 5 Sequência 8 
Demonstrações 1. 300 
Sequência 6 2. 1089 
Demonstragdes 3. Demonstração 
SÓLIDOS GEOMÉTRICOS 
Item 65 
Sequéncia 1 
К JE em 7. A (VB * 3) * 36 
2. SA/Zcm; 150cm? 8. 120 т? 
3. 3 cm, 5 cm, 7 cm 9. 1143 m° 
A 2 ES Y 3: 3. 10. 8490,56 cm?; 12735,84 cm? 
ЖУ O ge^ Coa Qe 
pi 11. 2m 
sy gm 12. 5m 
6. 12 V3 R?; 3 13. 12,8 т? 
Sequéncia 2 
а За? 
1. 3 11 2 
247 12. 256 cm? 
а 13. Y 
з. Ba? 3 
343 14. 37,8 cm 
a 
2L M Tus. 412 A 5. 235,5 em 
4 Gem —— em; 20 Q 2 + 1)ст 10 Em 
2L4/3 12 17. 2880 
5; cm; E (35 339 )ст? 
3 2 18. 10m 
6 $ em? 19 38 тт? 
7. +m. 20. Ут 
8. 450 21. h=H 
. 600 22. 42,39 ст? 
10. Lom 23. 9л т? 
Sequéncia 3 
1, 21 8.a) octaedro 
2. 18 b) 8 faces triangulares 
6)6; 12 
3. 6 ; É А /7 Es 
4. 15 ex. reg. 147 oct. 
5.2) 18; 30 10. Demonsiração 


b) 12 triangulares; 6 quadrangulares 
6. 6; 3 


7. 6 triangulares; 7 quadrangulares 
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11. Demonstração 
12, Demonstração 


13. Demonstração 


2. Demonstração 
3. Demonstração 
4. 2 R do plano 
5. 3 /3m 
6. 4096 т т? 
7. 3-10 т т? 
8. 8r(V7+1)cm?; 8r (VT+ 2) cm? 
9. lórcm?; 167 cm? 
VOLUMES 
Item 68 
Sequéncia 1 
L з= 7490 8. Sg= 135,9 m° 
dd 9. 5р = 448 cm? 
2. h= >; а= УЗ 10. 1,57 m? 
^2 4h 27 
3, '= —— 11 
УЗ 4*3 
4. V = 108 dm? 12.a) 5 cm 
5. S¡=2(12 + 3) ст? b) 500 ст? 
c) 3007 cm? 
6. a=12 
7. у= 81 m’ 1. Ez 0; Be 
чш V * 8$ 
Sequéncia 2 
Res ed dl 11. 5,89 cm 
= 256 109 
2. У= 22 m° 12. 240 УЗ cm 
3. a= 18 YTZ 13. 104 m° 
2S 14. 923,16 m? 
4. а= 3- = 
2 15. 967 m° 
7 /663 16. 3,105 m? 
5. V= 78 
LÊ = 1 
6. Y A 
5 18. 750 m? 
da Weronco = 14 Y63 h 
22208 19. na YT 
9. 155400 cm* 20. V, = 10247 dm? 
10. 1394 m° Sg, = 3207 dm? 
Sequéncia 3 
1. S=106,13 
2. S= 1447 cm? 
3. S=36nm?, V=36nm* 
= m 
4. S g та 
9 Vcon 3 
5.8) cone - 5. b) one =3- ©) 
esfera Veilindro 
= E 
6. $- 2..5 
7. Haverá transbordamento; sobrará 361 cm? 
8 20R* 
s 
9. Demonstração 
10. MEM r cm? 
11. V = 601 cm? 


Sequéncia 4 


Se dois pontos А e В estão na superfície esférica, isto significa que esses pontos 


são equidistantes de um ponto (centro da esfera). Os pontos equidistantes de AB 
determinam um plano chamado plano mediador. Portanto, o centro da superfície 


esférica está no plano mediador de AB. 


TABELA DE SENOS, COSSENOS 
TANGENTES E COTANGENTES (graus) 


0,000 0 1,000 0 0,000 0 


0,017 5 0,999 8 0,017 5 57,290 0 


0,034 9 0,999 4 0,034 9 28,636 3 
0,052 3 0,998 6 0,052 4 19,081 1 
0,069 8 0,997 6 0,069 9 14,300 7 


0,087 2 0,996 2 0,087 5 11,430 1 


0,104 5 0,994 5 0,105 1 9,5144 


0,121 9 0,992 5 0.122 8 8,144 3 
0,139 2 0,990 3 0,140 5 7,1154 
0,156 4 0,987 7 0,158 4 6,313 8 


0,1736 0,984 8 


0,981 6 


0,176 3 5,671 3 


0,190 8 0,194 4 5,144 6 


0,207 9 0,978 1 0,2126 4,704 6 
0,225 0 0,974 4 0,230 9 4,331 5 
0,241 9 0,970 3 0,249 3. 4,010 8 
0,258 8 0,965 9 0,267 9 3,732 1 
0,275 6 0,961 3 0,286 7 3,4874 
0,292 4 0,956 3 0,305 7 3,2709 
0,309 O 0/951 1 0,324 9 3,077 7 
0,325 6 0,945 5 0,344 3 2,904 2 


0,342 0 0,939 7 0,364 0 2,747 5 


0,358 4 0,933 6 0,383 9 2,605 1 
0,374 6 0,927 2 0,404 0 2,475 1 
039057 0,920 5 0,424 5 2,355 9 
0,406 7 0,913 5 0,445 2 2,246 0 
0,422 6 0,906 3 0,466 3 2,1445 
0,438 4 0,898 8 0,487 7 2,050 3 
0,454 0 0,891 0 0,509 5 1,962 6 
0,469 5 0,882 9 0,531 7 1,880 7 
0,484 8 0,874 6 0,554 3 1,804 0 


0,500 0 0,866 0 0,577 4 1,2321 


1,664 3 


` 0,515 0 0,857 2 0,600 9 


0,529 9 0,848 0 0,624 9 1,600 3 
0,544 6 0,838 7 0,649 4 1,539 9 
0,559 2 0,829 0 0,674 5 1,4826 
0,573 6 0,819 2 0,700 2 1,428 1 
0,587 8 0,809 0 0,7265 ` 1,376 4 
0,601 8 0,798 6 0,753 6 1,327 0 
0,615 7 0,788 0 0,781 3 1,279 9 
0,629 3 0,777 1 0,809 8 1,234 9 


0,642 8 0,766 0 0,839 1 1,191:8 


0,656 1 0,754 7 0,869 3 1,150 4 


0,669 1 0,743 1 0,900 4 1,1106 
0,6820 0,7314 0,932 5 1,0724 
0,694 7 0,710 3 . 0,965 7 1,035 5 
0,707 1 


0,707 1 1,000 0 1,000 0 


AUTORES EDITORES LTDA. 


